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XIX. BAND VIERTES UND FUNFTES HEFT 1951 


Torsions- und Biegeschwingungen von diinnwandigen Triagern mit 
beliebiger offener Profilform mit Vorlasten. 


Von R. Heilig in Dortmund, 


Einleitung. Seit den Versuchen von C. Bach ist bekannt, da Stiibe von nichtsymmetrischem 
Profil durch im Schwerpunkt angreifende Querkrafte nicht nur gebogen, sondern auch tordiert 
werden. Eine ahnliche Erscheinung gibt es in der Stabilitatstheorie, wo beim Drehknicken 
(Drillknicken)1 ein gerader Stab von unsymmetrischer Profilform unter der kritischen Last aus- 
biegt und gleichzeitig ausdreht. Schwingungserscheinungen solcher Stabe sind indessen noch 
nicht untersucht worden?. Die Arbeit? gibt eine strenge Elastizitatstheorie des diinnwandigen 
Stabes von beliebiger offener Querschnittsform und damit eine Grundlage zur Berechnung der 
Kigenfrequenzen und Schwingungsformen solcher Stabe, auch wenn sie durch Vorlasten (Druck- 
kraft, Biegemomente, exzentrisch sitzende Massen) beansprucht sind. Als Anwendungen werden 
die folgenden Beispiele behandelt: der Trager mit symmetrischem, einfachsymmetrischem und 
unsymmetrischem Profil (geometrische Kopplung), sowie der Trager unter der Wirkung eines 
konstanten Biegemomentes und einer exzentrisch angreifenden gleichférmigen Querlast (mecha- 


nische Kopplung). 


I, Elastizitatstheorie des diinnwandigen Tragers von beliebiger offener Profilform, 


1, Schnittkrafte, a) Bezugssysteme; fuBere Krafte und Verschiebungen. Fiir die 
Behandlung des gekennzeichneten Problems beniitzen wir zwei rechtshandige orthogonale 
Koordinatensysteme x, y, z und x, y, z, die im unbelasteten Stabe zusammenfallen. Das System 
x, y, » mit den drei Einheitsvektoren i, j, ist raumfest (i in Richtung der unverformten geraden 
Stabachse, j, fin Richtung zweier auf i senkrechter Achsen, z.B. der Tragheitshauptachsen des 
Querschnitts); das System x, y, z mit den Vektoren t, 1,, ng ist kérperfest (tin Richtung der 
Tangente an die verformte Stabachse; entsprechend ny, nq). 

Der Trager sei beliebig durch auBere Einzelkrafte und Einzelmomente belastet, auBerdem 
durch eine verteilte Last 


=prit Pit Pat, (1) 
die an einem Hebelarm (Abstand vom Schwerpunkt, kérperfest) 
€ == Cy + CMe (2) 
angreift, sowie durch verteilte Momente 
m= mpi+ mj mat. (2) 


Die statischen Gréen an der Stelle x sind dann eine durch den Schwerpunkt gehende Kraft 
R= Ni+@it@Hp=S+h | 
(4) 


und ein Moment 
N= Mp-i+ (M,i+ M,t)=Mr+ MM. | 


Von % und Jt setzen wir voraus, daB sie bei der Deformation Richtung und Gréfe beibehalten 
sollen. Es gelten dann unabhangig vom Verformungszustand fiir das Stabelement die Gleich- 


1 Siehe R. Kappus, Luftfahrt-Forsch. (1937), 5S. 444 bzw. DVL-Jahrb, (1937), 5.200. ' 

2 Nach AbschluB dieser Arbeit wurden dem Verfasser zwei Veréffentlichungen bekannt, die sich ebenfalls 
mit dem Schwingungsproblem von Tragern mit nichtsymmetrischer Profilform befassen: K. Federhofer, 
S.-B. Akad. Wiss. Wien Bd. 156 (1947), S. 393; E. Chwalla, Osterr. Bauz. 5 (1950), S. 1. 

3 Gekiirzte Darmstadter Dissertation; Referent Prof. Dr.-Ing. K. Marguerre, Korreferent Prof. Dr.-Ing. 
K. Karas. 
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gewichtsaussagen (Abb. 1) 
dK d Se 


Fe eee ppm ruven tara Ue (5)| 
Wir setzen abkiirzend e x » + m= m*, so daB in Komponentenform gilt 
N’ + pr=0, : Tp + mp = 0, 
Q,+pi=0, 7-0, mt=0, | (6) 
0+ P= 9, z+ Q, + mi = 0 


* es Pa a — 
mp = mp+ e;Po— egPy, Mi =m,+ eapr, Myz—= Mz— e; Pr- 


Durch Integration ergibt sich daraus fiir die 4uBere Krafte- und Momentenverteilung 
N= N(0)— f prax’, r= 1(0) — f mba’ 

Q 
y= (0) + (0) #— f pxle—#')de’—fmtde’, F(a) 
00) ()— J pede’, M, = M,(0) — Q,(0) s+ | ps(e— x’) dx + | mt dx’. 


Die Gleichgewichtsbedingungen (5) kénnen, wenn der Einflu® der Stabverformung auf das) 
Kraftegleichgewicht vernachlassigt wird, unmittelbar mit den inneren elastischen Kraften in) 
. _. Verbindung gebracht werden; bei Beriicksichtigung des 
M+dM Verformungseinflusses erst dann, wenn der Zusammen- | 


hang zwischen den N, ... Mz und den vom verformten | 
Stab ttbertragenen Kraften und Momenten, die wir spater | 
.  [Gleichungen (23’)] mit N,... M, bezeichnen, bekannt | 
ist. Um diesen Zusammenhang herzustellen, miissen wir | 
pax auf die Geometrie des verformten Stabes eingehen. Wir | 
kénnen uns dabei auf ,,kleine‘* Verschiebungsgréfen be- | 


Abb. 1. Gleichgewicht am unverformten Stabelement. = K é 
schranken; denn weder in der Schwingungs- noch in der 


Stabilitatstheorie braucht man die Quadrate der Verschiebungsableitungen mitzunehmen (ob- 
wohl man die Gleichgewichtsbedingungen bei Stabilitatsproblemen natiirlich fiir das verformte | 
Element ansetzen mub1), 


Als Folge der auf ihn einwirkenden Krafte erleidet der Stab eine Schwerpunktsverschiebung 


iy = ut+ (on, + wn.) =ut+n (8) 


und eine Drehung um die Stablingsachse Dy = yt. Bei Beschrankung auf kleine Verschiebungs- 
gréBen ist der Gesamtvektor der Drehung | 


d= d7-4-5,= yt— wn, 4+ 0'n, (9) ; 

und der zugehérige Kriimmungsvektor x wegen? x = Dd’ ; 
x= Yt—w'’n, fv’ n,. (10) | 

Zwischen den raum- und den kérperfesten Vektoreni,..., t,... besteht der Zusammenhang | 


(Eulersche Formeln) | 
te te Dae | 


Pain we Cathe (11), 
E=n,— DX4ty. | 


Wenn man die Grundgleichungen statt durch Gleichgewichtsbetrachtungen aus der Energieformel 
gewinnen will, spielen die Quadrate iiblicherweise herein. Wir werden aber in Ziff. 3 einen Weg einschlagen, | 
der auch da die Berechnung der quadratischen Terme umgeht. 


* Gilt auch fiir den von Hause aus krummen Stab, Siehe K. Marguerre, Z. angew. Math, Mech. Bd. 21 


(1941), S. 222, 
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Fir die Komponenten gelten daher die Transformationsheziehungen 
Last Fc ety] t=i+’j+ w’f, 
j=vt+n, —yng,$ und ny=—vi+jt zt, 
f= w't+ yn, + ny | y= —wi—xi+t. | 
Die Vektoren t, 1,, 1, haben bis auf Glieder zweiter Ordnung den Betrag 1. Ihre Ableitungen, 
die wir im weiteren noch benétigen, sind nach (11) unter Beachtung von (10) 
| ie eee ere tt | 


1, = #41 — 0" t+ yn (13) 
nN, =% X Ne = — wt — x’, . | 


(12) 


Die Beziehungen (8) bis (10) geben den Verformungszustand der Schwerachse an. Die 
Drehung Dr (9) bewirkt aber eine von Ort zu Ort veranderliche Verschraubung der Langsfasern, 
so da8 sich die Querverschiebung ) , eines Punktes A mit dem Ortsvektor r= yn, + zn, um 
eine GréBe vp = Dr X t von der Schwerpunktsverschiebung » unterscheidet. Die Gesamtquer- 
verschiebung von A ist also 


v4=0-+ dvr = (v— zx)n, + (wt yyx)ng = van, + wan. (14) 


Als Folge der Verwindung sind die Richtungen der Stabfasern von den Querschnittskoordi- 
naten abhangig. Die Faserrichtungen werden am einfachsten durch die von Trefftz eingefiihrten 
,, Gittervektoren‘* 


7) _. Ov 
g.=(14 ee ieee 
Ou Ov Ow 
Gy Geith+s4itget, (15) 


festgelegt1. [Gittervektoren sind nach ihrer Definition (15) i.a. nichtorthogonale Vektoren, die 
in die Richtungen der drei verformten Kanten eines urspriinglich rechtwinkligen Parallelepipeds 
von der Kantenlange 1 fallen und ihrem Betrage nach mit der verformten Kantenlange iiber- 
einstimmen.| Setzen wir die Gleitungen in der Profilmittellinie null: 


Ov, Ou, Ov, Ow 4 Ow 4 Ou ,4 
| — — | —— = = —_— —_ 
Yxy Ox I oy Vy x Oz 0, Vex = ave Ap OF (16) 


was fiir offene Profile auch, wie sich zeigen wird, bei tberlagerter Wélbkrafttorsion immer zu- 
du Ov 
lassig ist, dann wird ay = — ra ; 
a a ; 3 : 
a : =A gegen 1 gehen die Gleichungen (15), wenn wir darin (12) und (14) einsetzen, itber in 


du 
.. Damit, und bei Vernachlassigung der Dehnungen a : 


Qe=t—zy m+ yx Ne, | 
Gy= 2x t+,» | 
Q:=—yx t+. 
Ein Flachenelement dF des Querschnitts in einer Stelle x, y, z ist somit nach der Verformung 
festgelegt durch 


(17) 


dF — dyg, x g.dz=dydz(t—zy/m,+ 7’ ny) 3 


das bedeutet, daB die Flachennormale in einem Punkt A(y, z) auf Grund der ersten Gleichung (17) 
mit dem Gittervektor g, iibereinstimmt und da8 g, selbst [als Folge von (16)] senkrecht auf 
Gy, Gz steht. Die Flichennormale hat demnach wegen der Veranderlichkeit von g, eine iitber den 
Querschnitt verinderliche Richtung, der Querschnitt ist nicht mehr eben, sondern (infolge der 
Verwindung) ,,verwolbt*. 


1 E. Trefftz, Z. angew. Math. Mech. Bd. 13 (1933), S. 160. 
16* 
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b) Zusammenhang zwischen auBeren Kraften und Schnittkraften. Der Kraft- 


vektor 9 und der Momentenvektor $i in einer Schnittstelle x des Stabes behalten nach Voraus- 
setzung bei der Deformation GréBe und Richtung im Raum bei. Man mu aber, um das Elastizi- 
titsgesetz in die Rechnung einfiihren zu kénnen, Krifte und Momente nach der Deformation 


nicht auf das raumfeste, sondern auf das kérpereigene System beziechen und %, Nt nach den 


Richtungen t, 111, tly zerlegen. Die so erhaltenen Gréfen seien KN und Nt, wir bezeichnen sie als 
die Schnittkrifte und die Schnittmomente des Stabes und definieren ihre Komponenten 
durch 


N= Nt+Qm+n, | | (1s) 
M—= Mrt+ Mn+ Ming. | 
N stimmt, da die duBeren Lasten bei der Deformation Richtung und Gré8e beibehalten, | 
mit 9 itberein. Dagegen unterscheiden sich M und WM voneinander (Abb. 2): Da das Differential 
d%, das nach (5) bekannt ist, die Anderung von RN bei 
Fortschreiten um ein Langenelement dx in Richtung 1 | 
bedeutet, greift der Kraftvektor {+ dt an der Stelle | 
x-+ dx nicht im Punkt S der verformten Schwer- 
punktsfaser an, sondern in einem gegen diesen um | 
das Differential dy verschobenen Punkt S’. Dadurch | 
entsteht ein zusdtzliches Kraftepaar dy x N, das zu- | 
sammen mit dt den Zuwachs dt der vorgegebenen 


Abb. 2. Schnittkriafte am verformten Stabelement. 


iuBeren Momentenverteilung ergibt, also 


dyM—dM+dvxR (19) | 
und nach partieller Integration 


N= M+vx K— fox dK. (19) 
0 


dX ersetzen wir mittels (5) durch die éuBere Last p dx, miissen dabei aber beachten, daB ) nicht | 


wie die Schnittkraft Jt im Schwerpunkt, sondern im Punkt E(e,, e,) angreift, der die von ) ver- 
schiedene Verschiebung 


be=b-+ DX e = — (e,0'+ enw’) t+ (v— egy) m1 + (w+ e, x) Me (20) 


erleidet. Es geht also » X dQ iiber in — pp X pide 
Die Schnittkomponenten (18) folgen so schlieBlich aus 


a, 
ani? whgs be (21) 
M=M—vx N—forxpdx. J 


Dieselben Formeln ergeben sich auch aus einer Gleichgewichtsbetrachtung an einem verformten | 
Stababschnitt von der Linge x.) Mit Hilfe von (4), (8) und (12) erhalten wir durch Komponenten- 
zerlegung fiir die Schnittkrafte 


N= RetsOra eee 


G,=— fe’ + 64+ Ox, (21a) 
Q.=— Nw'—0,74+ 4, | | 

und fiir die Schnittmomente 

Mr= Mr-+ My v' + M, w' + Q,w— Q,v—f py(v— egy) dx+ fp (w+ ex) dx, 

M, = — Mr’ + M,-+ M,y— Nw— f pr (w+ e, 4) dx— f py (egw’+e,v')dx, | (21b) 

M, = — Mr w' Myx | M+ Nov + f pr (v— egy) dx | p,(e,w' + ev’) dx. 


Die %, MN werden in einer Schnittstelle durch itber den Querschnitt verteilte Spannungen, 
die in die Richtungen t, nj, 11, fallenden ,,Schnittspannungen“, iibertragen, Von diesen unter- 
scheiden wir die ,,Faserspannungen“ als die Spannungskomponenten, die in die Richtungen q,, 
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Gy> 9. der Langs- und Querachsen eines verwundenen im Punkt 4 

ges A gelegenen Faserelements fall 
und die unmittelbar mit den értlichen Dehnungen und Gleitungen zusammenhangen. iio lanes 
spannungen (in Richtung 9.) bezeichnen wir mit o,, die Schubspannungen (in Richtung g,, 9.) 
mit t,, T,. Fiir den Spannungsvektor 8, in A gilt demnach ce 


Wenn wir andererseits durch Nae po; ay 
&= 6,1-+ 7,1, +7, n, (22) 

die Schnittspannungskomponenten o,, Ty, tz definieren, so folgt mit (17) 
Ox = Or — (t2¥ — Ty2) X , 
Ty = Ty — Ox 2", , (22/’) 
t= Th ony y's J 

Die Schnittspannungen unterscheiden sich also von den Faserspannungen um Gréfen, die von 


der Verwindung des Stabes abhingen. Ebenso unterscheiden sich ihre Resultanten, die Schnitt- 
krafte und Schnittmomente 


Ni=fo. dF Oe ahs See, —cliad hi | 
Mr= | (t.y—72)dF, My=f[zo,dF, M=—fyo,dF, | 


von den durch die o,, ty, tT, in einem Schnitt iibertragenen Kraften N, Q,, Q, und Momenten Mr, 
M,, M,, die definiert sind durch 


a=) oar; 0, (a, dF; Or adi H 
ie (23°) 
Mr=f(t.y—ty2)dF, M,=fzo,dF, M,=—fyo,dF. § 


Der Zusammenhang zwischen den N, Ne Nee M., M., M, 1a8t sich nun leicht herstellen: 
Aus (23) und (22’’) folgt mit (23’) und den Abkirzungen 


Lr= fo(y?+ 2) dF, 


(23) 


L,= f2tuey—ty2)dF, } (24) 
L,=—fy(uy—ty2dF | 
sofort 
N= N— Mry', Mr; = Mr-+ Lryz 9 | 
Q, = Q,— Myx’, und M, = M,— 1,7’. (25) 
Ore Ue M. 7’ | Me M, — L,x | 


Da wir nur lineare Glieder in y’ beibehalten, lautet die Auflésung dieser Gleichungen nach 


DN ices Viz 


Roe | My = Wr — Tar | ; 
Q, = Q& + My x". | und M, = M, + Lyx’, (25a, b) 
0, =0,.+ M7’ M, = M, + L,y’ , 


worin die L analog zu (24) definiert sind. Fassen wir (25’) und (21a, b) zusammen, so haben wir 
die an einer Stabstelle x iibertragenen Langs- und Querkrafte, Torsions- und Biegemomente, 
ausgedriickt in den vorgegebenen auBeren Lasten. Die N,... M, hangen, im Gegensatz zu den 
N, ae M, von den Formanderungen ab. Bei Stabilitatsproblemen z. B. ist es wichtig, auf diesen 
Unterschied zu achten. 

Wir gehen noch kurz auf die Integrale (24) ein. Um das erste Integral auszuwerten, setzen 
wir fiir o, an! 


Op Oy aoa py 


1 Die Abweichungen dieses linearen Ansatzes von der wirklichen Verteilung bilden eine Eigenkraft- 
gruppe (Kraftegruppe ohne Resultierende und ohne resulticrendes Moment). Diese Anteile sind aber i. a. 
klein gegeniiber den Biege- und Langskraftanteilen und konnen in einem Korrekturglied (Lr ist mit y’ 
multipliziert) wegbleiben. 
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dann ist auf Grund der Definitionsgleichungen (23’) 


eae IN  Myte + Maly: B= M: ly + Mylyz 
So rt eel aT ae ae ti 

Aus (24) erhalt man damit 

Dp NG = bMy = be e (26) | 
wobei die mit den Abkiirzungen By = fe(et PNVOG Ts 185 = eh y(y2 + 2?) dF gebildeten 

(F) (F) 
GréBen 
pp Bele + Bilye — y _ Bely + By ly: (26) 
Ue Lee 1 Fo 


Querschnittsfunktionen von der Dimension einer Lange sind?. Gp= Le bezeichnet den 
polaren Tragheitsradius des Stabes.) 


Zur Berechnung der L,, L, schreiben wir 


Ly=fzdMr, L,=—fydMr (27) 
und fiihren darin nach einer bekannten Formel der Torsionstheorie dM; = 2 T dF ein: 
LS 2 /eT dh oa (28) 
T ist die Torsionsfunktion, die fiir offene Profile durch 
i (ee 
T=" Gr n (29) 


gegeben ist; I; bezeichnet den Torsionswiderstand, der fiir offene Profile = =i ds ist. [Der 


Querkraftanteil der 7 kann hier ohne Bedenken vernachlassigt werden, da ein Stab an ,,grofen“ 
Schubbeanspruchungen nur Torsionsmomente aufnimmt.| Integration von (28) fiihrt so schlief- 
lich mit Hilfe von (29) auf 

Iie = Cy Mr ° L, = ¢C, Mr * (30) 
Die c,, ¢, sind, wie die b,, b,, Querschnittsfunktionen von der Dimension einer Lange: 


_ fztds ous. Laas (30’) 


o pitti sa ant feds 


Fiir den Sonderfall einer tiber die gesamte Profilabwicklung konstanten Wandstarke t werden 
die L,, L, wegen ly ds faz ds= 0 zu Null. Die Torsionsschubspannungen haben in diesem 


Fall keinen Einflu8 auf das Biegemoment, aber auch bei 4 + 0 ist er natiirlich geringfiigig. 


c) Gleichgewichtsbedingungen am Element. Nachdem mit (21) und (25) der Zu- 
sammenhang zwischen den vorgegebenen auferen Lasten und dem vom verformten Stab iiber- 
tragenen Kraften und Momenten gefunden wurde, ist es nicht schwierig, die Gleichgewichtsbedin- 
gungen (5)in den N,...M, auszudriicken. Wir lésen (21) und (25) nach N, Xe M. auf und erhalten 


dann nach Einfiihren in die Komponentengleichungen (6) und geeigneter Zusammenfassung : 
fiir die Krafte 


N’ — (Q,v')’ —- (0, 0')’ — (My x)’ — (mi) + pr = 0, 
Q', + (Nv'y’ — (Myx) — (m* x)’ + py = 0, (31) 
Q'. + (Nw’)’ — (M, x)" — (m* 7)’ + pp = 0 | 
fiir die Momente 
My — (M,v'y — (M,w') — Q,w' + @.0' + (Er x')’ + (pier + Paes) y+ me= 0, | 
A Sel My v')’ a (L, 7)’ + pres X¥ + Po(egw’ + ev) -- m* ¥ sale m* — On 0" (32) 
M; + (Mrw')’ — (L.7')’ + presy + pi(egu' ter) —m*ytmt +4+Q=0. 


1 EF. Chwalla findet die Funktionen By, B: ebenfalls. Forschungshefte aus dem Gebiete des Stahlbaus, 
Heft 6, S. 12, Er bezeichnet die GréBe By/Jy (B:/Jz) (s. a. a. O. FuBnote 2) als die >» Querschnittsstrecke*. 
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Die Querkrifte Q Q. in den beiden letzten Gleichungen lassen sich noch mit Hilfe der zweiten 
und dritten Gleichung (31) eliminieren, so daB schlieflich die folgenden vier Gleichungen iibrig- 
bleiben: 
N'— (Q, v'Y’ — (Q, 10") — (Mr 4)" — (mb x)’ = — pr, 
My; — (M, v'y —(M,w') — Q,w' —Q,0° + (Lr u) — (Pier + Pee)y =— mh, : (33) 
My + (Mr o'y’—(L,2/"-+ (Nw'y — (Bx) + (pres x)’ +(paleat’ +e,0"))'=—m"— po, 

eo (Mpw')"— (Ex) — (Noy! + (My 4)" (pres 4) +(pr(erw’ +e,0'))’= — m*+ py. 
Dies sind die vier Gleichgewichtsbedingungen des raéumlich verformten urspriinglich geraden 
Stabelements. Um die Grundgleichungen zu erhalten, miissen wir darin N’, Mr, M’, M;’ mit 


Hilfe des Elastizitatsgesetzes durch die Verschiebungen ausdriicken. [Dieselben Gleichungen (33) 
lassen sich auch direkt aus den Gleichgewichtsbedingungen 


dX dM ~ 
Ser goals at ee 0 


am verformten Stabelement dx t herleiten. Fiir die Komponenten der SchnittgréBen MN, I sind 
dann die Beziehungen (25) einzusetzen. | 


2. Die Elastizititsgleichungen. a) Innere Krafte; Verschiebungsdifferentialglei- 
chungen. Zur Bestimmung der inneren Krafte und Momente eines Stabes von beliebiger Quer- 
schnittsform reichen die Uberlegungen der gewohnlichen Biege- und Torsionstheorie aus zwei 
Griinden nicht mehr aus: ny 

a) Biegung und Torsion sind bei unsymmetrischen 
Profilen gekoppelt (Schwerpunkt und ,,Schubmittel- 
punkt‘ fallen nicht zusammen); 

b) bei der Torsion treten infolge von Verwélbungen 
(Verschiebungen in Richtung der Stabachse), die iiber 
die Stablange verdnderlich sind, Zusatzspannungen 
auf, die die Verteilung von Biege- und Torsionsenergie 
im Stabe und damit dessen Verformungszustand unter 
Umstanden erheblich beeinflussen. 

Uber diesen Gegenstand gibt es einige grundlegende 
Arbeiten', trotzdem erscheint es angezeigt, hier eine 
kurze zusammenfassende Darstellung zu geben. 

Wir betrachten ein offenes diinnwandiges Profil von beliebiger Querschnittsform. ,,Diinn- 
wandigkeit“‘ soll besagen, dafi jeder Querschnittspunkt durch Angabe der Linienkoordinate s 
der Profilmittellinie geniigend genau festgelegt ist (Abb. 3), und da es allein auf die Bestimmung 
von in der Profilmittellinie gelegenen Punkten ankommt. Dabei kann es zweckmafig sein, sich 
auf ein profileigenes Koordinatensystem mit den Einheitsvektoren 1, in Richtung der Normalen 
und 1, in Richtung der Tangente in einem Punkt s der Profilmittellinie zu beziehen. Zwischen 
diesen und den Einheitsvektoren n,, 1, bestehen dann, wenn a den Winkel zwischen der Nor- 
malen und der Y-Achse ist, die Transformationsgleichungen 


Abb. 3. Zur Definition der Querschnittskoordinaten. 


i ="11,, COS 0 =, Mt, sin O. nN, = —N1,sina-+ n,cosa. (34) 
Der Fahrstrahl eines Punktes A(y, z) bzw. A(s) ist t= yn, + 2Ng=%Mr, + MT, also 
1—=yeosa+zsina, 1r,—=— ysina-+ zcosa (35) 
und bezogen auf einen beliebigen Drehpunkt D(yp » 2p) 
7, = (y — yp) cosa + (2 — 2p) sina = 1 — yp cosa — 2psina. (36) 
AuBerdem gilt fiir die Differentiale dy, dz der Profilmittellinie: dy = —ds sina, dz = ds cosa. 
Wir erinnern zunichst an die wichtigsten Formeln der Torsionstheorie diinnwandiger offener 


Profile. 


Die (langs x konstanten) St. Venantschen Schubspannungen Ty sind linear iiber die Profil- 
mittellinie verteilt und verschwinden in der Profilmittellinie. Bezeichnen wir mit v, die Ver- 


1 R, Kappus, a. a. O.; K. Marguerre, Ringbuch der Luftfahrttechnik II A; W. Fliigge u. K. Marguerre, 
Ing.-Arch. 18 (1950), S, 23. 
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schiebung eines Punktes der Profilmittellinie in Richtung der Tangente an die Mittellinie und| 


mit up die Verschiebung in Richtung der Stabachse (Verwélbung), dann bestimmt sich tr zu 
Ou Ov | 

n= Cyr = 6(52 + a) 

ty Mittellinie = 0 liefert daher eine einfache Beziehung zur Berechnung der Verwélbung der} 
Profilmittellinie 


: 

up| ds: (37), 

oder nach Einsetzen von v,= 17,7 (Erhaltung der Querschnittsgestalt, wie immer bei reiner | 
Torsion) 

up = — x’ fr.ds, 7 =pa—Inds. (38): 


Die Grike p= uz/z’ ist die auf die Einheit der Verwindung 7’ bezogene Verwélbung, die in) 
der Torsionstheorie als die ,, Wélbfunktion‘‘ bezeichnet wird. Sie hat die Dimension einer Flache | 
und ist eine rein geometrische, dem Querschnitt eigentiimliche GréBe: bis auf das Vorzeichen 
das Doppelte der vom Radiusvektor r zwischen einem beliebigen Anfangspunkt sy und dem | 

Punkt s iiberstrichenen Flachen (Abb. 4). 


punkt der Schwerpunkt; denn von dort aus wurde r, gezahlt. Da | 
aber weder der Schwerpunkt noch ein anderer Querschnittspunkt | 
bei der reinen Torsion ausgezeichnet ist, sind wir frei bei der 
Definition einer eigentlichen (mechanisch interessierenden) Ver- 
woélbung. Wir treffen die naheliegende Verabredung, als ,,eigent- 
Abb. 4, Geometrische Deutung der Jiche‘* Verwélbung des Profils die GréBe 


Wolbfunktion, 
p* = —frhds (39) | 


zu bezeichnen, die im Flachenmittel verschwindet und zu der im Mittel auch keine Schiefstellung 
der Querschnittsebene gehért, definieren g~* also durch die drei Bedingungen 


foxdF=0, lyot dF —0, [nge dB Oe (40) 


Durch die erste Gleichung (40) wird die in (38) steckende Integrationskonstante festgelegt (Wahl 
eines geeigneten Anfangspunktes s, der Integration), durch die beiden anderen die Koordinaten 
des neuen Bezugspunktes fiir r,, den wir M(yy,2m) nennen wollen. Wir erhalten diese Koordi- 
naten, wenn wir in (39) rj nach (36) (mit M an Stelle von D als Bezugspunkt) unter Beachtung 
von dy=— dssina, dz= dscos« einfiihren 


a d d 
me ( Sia cud) ds= 9+ yuz— uy. (41) | 
Mit den Abkiirzungen 
R,=fzpdF, R,=—fypdF (42) | 
liefert dann (40) ; 
RyJz + RJ yz Ri Jy + Ry J yz 
— ae . y e a J VES E 43 } 
ue I dy IEA POA A (42 


Nach dieser kurzen Wiederholung der Torsionsverwélbungstheorie kénnen wir dazu iiber-_ 
gehen, den WolbeinfluB im verformten Stab zusammen mit dem BiegeeinfluB zu untersuchen. | 


In der Definition (38) fiir die Wélbfunktion steckt als ,,Bezugs**- | 


Die Querverschiebung 4 eines beliebigen Querschnittspunktes A ist nach (15) b4=bv +] 


Dr X t—=v-+ vr, entsteht also durch die Verschiebung » des Schwerpunkts und die Drehung Dr 
der Profilflache um den Schwerpunkt. Die Querverschiebung » 4 ist von Langsverschiebungen 
(Verwélbungen) u4 = u,-+ u, in Richtung der Stabachse begleitet, ut, herriihrend von der Ver- 
schiebung bv, u1, herriithrend von der Verschiebung v7 infolge by. Dabei ist u im Gegensatz zur 
reinen Torsion mit x veranderlich, so daB im Innneren des Stabes Langsspannungen 


Ouy 


ON (44) 
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entstehen, denen aus Gleichgewichtsgriinden (Abb. 5) Schubspannungen 


= 07 ty 


zugeordnet sind. [Volumkrafte lassen wir an dieser Stelle beiseite sihr Einflu8 wird weiter hinten 
uber eine Energiebetrachtung bestimmt.] Beziiglich der 1, die wir uns ebenso wie die o iiber die 
_ Profildicke als gleichférmig verteilt vorstellen, kénnen wir die aus der gewoéhnlichen Balken- 
theorie wohlbekannte Annahme machen, daB die von 
ihnen herrithrenden Forminderungen wegen 1 <o ver- 
nachlassigbar sind. (Diese Annahme ist nur bei offenen 
Profilen zulassig, weshalb sich die hier anschlieBenden 
Uberlegungen nicht auf Rohrprofile itbertragen lassen.) 
Im Hinblick auf die Verschiebung » fiihrt dies zu der 
Bernoullischen Annahme des Ebenbleibens der Quer- 
schnitte 


Abb. 5. Gleichgewicht am Flachenelement. 


Uy= dy Xr = — (w’z+ v'y)t, (46) 


Pe : 0 
hinsichtlich der Drehung dy zu der Annahme, daf die Schubverzerrungen jee + = wie 
s x 


bei reiner Torsion in der Profilmittellinie verschwinden, so daB wir u, aus y,— 0 bestimmen 
diirfen. Hieraus ergibt sich, wie in (37) die Verwélbung u, und enisprechend die Wélbfunktion 


2 ay (47) 
dieselbe, die wir durch (38) schon eingefiithrt haben. Die Gesamtverschiebung u4 wird dann, 
wenn wir noch die titber den Querschnitt konstante Verschiebung 11 = ut infolge Langskraft 
hinzunehmen, 

4 =u uy + uy= (w—w'z—v'y + yg). (48) 


Damit sind dann nach (44) und (45) die Langs- und Schubspannungen 6 und T 
G = E(w’ — w"’2— vo" y+ y"g)t, | 
ae Ef (w'’2+ v'"y— 7/"p)ds n ; { 


Bevor wir durch Integration daraus die inneren Krafte und Momente gewinnen, formen wir 
(49) noch um, indem wir an Stelle der Wélbfunktion p die Funktion g* einfiihren: Den Glei- 
chungen (49) liegt die Vorstellung zugrunde, daB die Gesamtbewegung eines Querschnitts- 
punktes A sich aufspalten ]aBt in eine allen Punkten gemeinsame Verschiebung und in eine 
Drehung um den Schwerpunkt. Wahlen wir als Drehpunkt den Schubmittelpunkt M, und fiihren 
dessen Verschiebungen 


(49) 


Diy Se TEND G oe Wy = w+ yu 7 (50) 
unter Beachtung von (41) in (49) ein, so ergibt sich 
6= E(u'— wy 2— my + x'p*)t, | 
T= E|(wyr z + uy y— x" p*) ds ny, j 
und diese Formeln haben vor (49) den Vorzug, daB bei der Bildung von ly o dF usw. wegen (40) 
die Wélbterme wegfallen. Die GréBen o* = Ey’ p*, 1* = —Ex'"’[* ds sind die sogenannten 
Wélbspannungen. Die o* haben keine Resultante, die t* liefern ein Torsionsmoment. 
‘Aus (51) wollen wir nun das Elastizitatsgesetz fiir die inneren Krafte durch Integration 
bestimmen. Wir bilden mit 8;— ot-—+ 11, die innere elastische Kraft 
ip) 8 0 (52) 
(F) 
und, unter Beriicksichtigung des St. Venantschen Torsionsanteils i, = GIpy't das innere 
Moment, bezogen auf den Schwerpunkt, 


M: = M+ frx sdF= [rx F dF+ (M4 fnrdFt)= M + Mr. (53) 
(F) 


(51) 


Aus (52) folgt mit (51) eine innere Langskraft 
6h NiaaEF wu’ t (54) 
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und unter Beachtung von (34) und (40) nach partieller Integration eine innere Querkraft 


OQ, = — (EJ, om + EJ,, wm) ty — (EJ, wi -+ EJy, vm) te » (55) 
aus (53) ein inneres Biegemoment 
M, = — (EJ, wu + EJ. vm) ny (EJS. vm + EJS), wa) te » (56) 


sowie mit der Bezeichnung C* = [or° dF (,, Wélbwiderstand‘‘) ein inneres Torsionsmoment, 
bezogen auf den Schwerpunkt 


Mr = [C ly x’ — EC*y'" — (EJ, ym — EJ, 2m) wm + (ESZ 2m — ESyz ym) tu |t. (a) 


(Bei Beziehung auf den Schubmittelpunkt enthalt der Ausdruck nur die beiden ersten Terme.) 

Die Gleichungen (56) und (57), die sich mit Hilfe von (50) auch leicht in den Schwerpunkts- 
verschiebungen v, w ausdriicken lassen, sind die gesuchten Elastizitatsgleichungen. Fiihrt man 
sie in die Gleichgewichtsbedingungen (33) ein, so erhalt man die vollstandigen Verschiebungs- 
differentialgleichungen des raéumlich verformten urspriinglich geraden Stabes von beliebiger 
offener Querschnittsform. Diese Gleichungen, die wir aus Raumgriinden hier nicht anschreiben, 
enthalten insbesondere die vollstandigen Knickbiegegleichungen und die Differentialgleichungen 
des allgemeinen Kipproblems. Sie lassen sich leicht auf den Fall einer elastischen Bettung des 
Tragers, die an der Stelle B(b,, by) des Querschnitts angreifen mag, erweitern, wenn e, — 6, 
e, = b, und p, = —k, vg, pp = —ky wz, sowie mp = —kry gesetzt wird. 

b) Randbedingungen. Die Randbedingungen sind, genau wie die Differentialgleichungen 
gekoppelt, und es sind, wie immer, geometrische und mechanische RandgréSen einander zu- 
geordnet; abgesehen vom Fall einer elastischen Randeinspannung, den wir hier nicht im Auge 
haben, muf je eine an den Randern verschwinden. (Verschiebung — Querkraft, Drehung — 
Moment usw.). 

Die Zuordnung finden wir aus einer Energieaussage. Wir bilden die Arbeit 6 A aller Krafte 
3, dF bei einer Verschiebung 0 tv, = du4-+ 004. Schreiben wir an Stelle von (15) vy = vy + 
Dr X (t — tm) = Dm -+ Dr xX r*, dann erhalten wir 


6A= | (rH, dvy+otduys)dF=— doy [rt sin ad F'-+- dwy |r cos ad + dy frrtdak 
+ du food F— dum | yod F— dwy [zodF+ 6’ [op*dF. 


Die ersten sechs Integrale der rechten Seite haben eine leicht erkennbare mechanische Bedeutung: 


[tsnadF=—Q,, [rcosadF=Q,, [aay dhe Ma, 
tog d FiaaNy [zodF=M,, fyodF=— M,. 
Das letzte Integral, das an der Verwindung 07’ Arbeit leistet, bezeichnen wir mit 
Wee | og* dh = Hy 7 | ge? db Cte as (58) 


(W* ist in gleicher Weise wie die Biegemomente gebildet, nur tritt hier an die Stelle der Hebel- 


vr 


arme y, 2 die Verwélbung y*.) Setzen wir Ey’ p*? = a in (58) ein: 
x 


1 
We2a | Ote at, 
Ev! 


so erkennt man, da®B W* in den Stabenden nur verschwinden kann, wenn die Wélbspannungen o* 
iiberall Null sind. Dies ist der Fall bei freier Verwélbbarkeit der Endquerschnitte. 
Damit lesen wir aus der 6 A-Gleichung die folgende Zuordnung von geometrischen und mecha- 
nischen Groen ab: 
Ow <== IN). dum = Q,, Swy - Q,, 
by MB, 30M, due — My. (59) 
Oy’ -— W*, | 
im besonderen bedeutet hierbei 


07%’ = 0 (du= 0) > véllige Wélbbehinderung, | 
W* — 0 (o* = 0) — freie Verwélbbarkeit . J 
Die Beziehung auf die Verschiebungen vy, wy des Schubmittelpunktes ist, wie man z. B. aus 


den Elastizitatsgleichungen (56) ersieht, mitunter sehr vorteilhaft, da sich so die Differential- 
gleichungen in bestimmten Fallen entkoppeln lassen. Indessen wird man in vielen Fallen wegen 


(60) 
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der Randbedingungen und der Form der von den auf eren Kriften herrithrenden Teile der 
Differentialgleichungen auf die Schwerpunktsverschiebungen v, w beziehen miissen. Dann 
andern sich die Zuordnungen (53) in folgender Weise ab: 


du N, dv <-Q,, oe a 


d¥<~ Mr, 6v'=M,, dw’ — M, (59) 
6xy'- W, | 
mit 
Mr = GIry’ — EC y'"’ — (EJ, ym — EJy2m)w'' + (EJ,2u — HN Bee ay) ae 
M, = EJ, w"’ — EJ,, v'’ — (ES, ¥u— EJ, 2m) y ; 
MS ES 2 BY iho! — (Bday — Ene) x" eae 
W =ECy"’+ (EJyym — EJ,:%m) w'' — (EJ,2u — ES \ ui) O 4 | 
wobei 
Ca ON yur Jy tM ds 2 re Sys (62) 


ist. Die Komponenten AT M, des Biegemoments sind dieselben wie in (57), Mp und Wstimmen 

dagegen infolge Anderung des Bezugspunktes nicht mehr mit M* und W* iiberein, und zwar 

besteht nach (62) und den beiden ersten Gleichungen (61) zwischen My, M% und W, W* der 
Zusammenhang 

Mr; = Mf — ym Q.-+ 2m 0, | 

DY es Ww* 3 Ym (db 2M M, . J 

3, Energieausdriicke; Bewegungsgleichungen, Zur Gewinnung von Naherungsliésungen mit 


Hilfe des Hamiltonschen Prinzips, welches das Minimum des Zeitintegrals iiber die Lagrangesche 
Funktion ® = /] — T in einem Zeitintervall t, — ty, also 


(63) 


d [ Pdi=0 (64) 
ty 


fordert, ben6tigen wir noch Ausdriicke fiir die potentielle Energie 6 /J und die kinetische 
Energie 6 T. 

Den Ausdruck fiir die potentielle Energie gewinnen wir bequem aus den fiir (statisches) 
Gleichgewicht giiltigen Beziehungen 


cre oe Wt = Ne 
©, stimmt mit Nt (25a), und die Komponenten von It, stimmen mit Mr, M,, M, (25b) 
itberein. Wegen 6//; == | (S; de + WM; 5x) dx mit ¢= a folgt dann sofort 
6 = 6(H,+ Il.) = [ (Gi:— S.) ded x+ f(M;— M,) dxdx=0, (65) 
ein Ausdruck, der ohne Mithe mit Hilfe von (21), (25) und (54) bis (57) ausgewertet werden kann. 


Die Variation 6 T der kinetischen Energie gewinnen wir, wenn wir Ableitungen nach der 
Zeit mit Punkten bezeichnen, aus 
OT= fy ow, dm, (66) 
(M) 
Die Integration erstreckt sich hierbei iiber die gesamte mitschwingende Masse (M), neben der 
Stabmasse [dm = of [dF dx (o ist die Dichte des Stabmaterials) also auch iiber die im Ab- 


stand e angreifende Masse f(rt/s) dx der duBeren Belastung. Dabei ist tv,, die Geschwindigkeit 
_ jedes Massenteilchens. Es ist also, ausfithrlich geschrieben, 


87 = |(ferma dios dF + Pltoe dive) dx (66') 


mit 


pl = pit Pi+ PE =P- 
Die Geschwindigkeit tv, eines Flachenteilchens dF im Punkt A ist nach (15) und (48) 
4 = ta + b4 = (U— d'y — w's + yg) tt (U— 24) m+ (WT YZ) Me» 


sowie die Geschwindigkeit jy, des Angriffspunktes E der auBeren Last, wenn wir Wélbeinfliisse 
auf Ww, nicht beriicksichtigen, 


We=— w+ bd xe = (u— v’ e, — w' e,) t+ (v—e, x) y+ (H+ 4X) Me- 
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Damit geht (66’) iiber in 
or=[{| (oF ab E (i'es4 ie) 8 


& 
. 9 . ° e + . P . IUGR . 
Ele a 2 Cot ety ee at | 51 lO ea ee 


(+ 2 )iet PE i] Ore [06H + oy ym — Jovem) #0 Iver Jez) 102 + (61) 
ee 


+ pee o Jv’ + 0 Inet + (Sgn Yu — Ja tu) if + PB of 4 Be 


| ra | o Jy.’ + oJ, wv’ + 0 (Jy ¥m— Jyz2m) va ! ae yy! Pei )6w! de. 


Aus (64) kann man nun noch die Bewegungsgleichungen erhalten; sie sind identisch mit den 
in Anschlu8 an Gleichung (57) besprochenen Verschiebungsdifferentialgleichungen, wenn dort 


in den von e¢,, é, freien p-Gliedern 
i By NER . ZS fO\ & 
pr=—(oF +A) a+ 2 (ay i ego’), pri=—(0F +28, pe=—(oF +7) i 
und 


mi = — (oF BLE (f+ o)\d+ oCH! + oSyym — Syazm) io” 


“<i 5 es 68) | 
+ @(Jy2¥m — J23m)% Stop aire ee ( ) 
2 
mt = — P+ oS, io! + eS + 0 (Sym — Jnea) i! + Pao + Pw’ 
2 
— m3 = — ae u + OS, 0-—|- oJ,v + Doky = Jz2m) 7 ! Fe Fe ee ait 


gesetzt wird. 

Die so erhaltenen partiellen Differentialgleichungen sind die allgemeinen Schwingungs- 
gleichungen, von denen die Ermittlung der Eigenfrequenzen und Schwingungsformen auszu- 
gehen hat. Die Glieder mit den gemischten Ableitungen beriicksichtigen den Einflu8 der 
Rotations- und Wolbtragheit des Stabelements, der i. a. nicht sehr groB ist. Er wird in II, 
Ziff. le am Beispiel des Stabes von unsymmetrischer Querschnittsform bestimmt, sonst aber 
vernachlassigt. ([hn mitzunehmen hat iibrigens nicht viel Sinn, wenn man nicht auch die 
Schubelastizitat des Tragers beriicksichtigt). 


II, Spezielle Probleme. 


1, Geometrisch gekoppelte Schwingungen, Unter ,,geometrischer Kopplung‘‘ verstehen wir 
den Koppeleinflu8, der durch eine Abweichung von der doppelten Querschnittssymmetrie 
entsteht. Der Begriff der Biege- und Torsionsfrequenzen, der bei den doppelt-symmetrischen 


Profilen eindeutig ist, verliert hierbei zunachst seinen Sinn, denn es ergeben sich infolge der | 


Kopplung Frequenzen, die sowohl der Biege- als auch der Torsionsschwingung ,,eigen‘‘ sind. Wir 


wollen aber itbereinkommen, die Eigenfrequenzen, die fiir verschwindende Kopplung (yy—=zm—0) | 
in die Torsions- und Biegefrequenzen des zugehdrigen doppelt-symmetrischen Stabes iibergehen, | 


auch dann noch als ,,Biege‘‘- und »Torsions‘‘frequenzen zu bezeichnen. 

Der allgemeinste hierher gehérige Fall ist der Stab von unsymmetrischer Querschnittsform 
mit yu + 0, zy = 0. Fitr verschwindende duBere Lasten (Jt = 0, Nt = 0, p = 0, m = 0) lauten 
die zugehérigen Differentialgleichungen 

EC” + (EJy¥m — EJy,2m)w™ + (Edy. ¥m — EJ, 2m)v — GIy x! + eIpit 
— @ CX" — o (Jy ym — Jy: 2m) 0” — (Jy: yu — Jezm)o" = 0, 
Ey pw a by, t= (ed EJ,, 2m) 4" + 9 Fis — 0 J, iv’ — o Jy, 0’ — ; 
— Os, ¥u— Jys2u)¢ = 0 ( ) 
EJ, v' + EJy,w + (EJy: ym — EJ, zm) 4" + oF b— @J,,!’ — 0,6" — 


— O(Sys um — Jz 2u)%" =0. 
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Dieses System lat, wie man sich leicht iiberzeugt, periodische Lésungen zu. Wir fiihren deshalb 
die Ansatze 


== V(X) SOC 8 5 

w(x) sin wt, | (2) 
v/l = v(x) sin wt | 
ein, die die partiellen Differentialgleichungen (1) unter Beniitzung einer neuen dimensionslosen 


he & = x/lin.das folgende System von gewohnlichen Differentialgleichungen iiber- 
ithren: 


YM M yi 2 
re tg 2 2 M , 
cat both CE 2H) wr at (AE — 0H tr — ty” — ot 
DEH ES y z 1? p2 
y('w , Ym M YmM*mM\ ,, Vy (YM 2M vy {,M 2M 
E ale r RB t € B 22 R ) a 1 A 1 w" " 1 2) =0, 


Yu 2m i; uy iy 
wl 1 Zylv +{ 4 5 Jar wo Wy he i: ey en aie ae A) ae 


Ha UI l 
Yu 2M iy ’ uy ty 
ev 1 Awl 4 (; ; e ar ory, 0 ep? ’ Ass w"’ a re ey" =0. 


Hierbei bedeuten nun w und v die auf die Langeneinheit bezogenen (dimensionslosen) nur von & 
abhangigen Querverschiebungen der Schwerachse: v = 0(£), w= w(é), und Striche bezeichnen 
Ableitungen nach & Ferner haben wir zur Abkirzung gesetzt 


Ripe alae ye LB __ Jyz = Odile 
fT isaac aaa OP i [eee pen Cue 

eee poy pa _ oFl ee 
ips ay FF? AS omar 


Der freiaufliegende Trager sei den Randbedingungen & — 0,1: 
V's =U w= 0, \ 
W=/), Mo=.0., M,=90 3 
unterworfen, d.h. er sei gegen Verschieben senkrecht zur x-Achse und gegen Drehung um die 
x-Achse gehalten und auferdem frei verwélbbar und senkrecht zur x-Achse frei drehbar. Diesen 
Randbedingungen geniigen die Lisungsansatze 
a A SU TL OE er, 
v= >) Bain na, 
w= > C, sin ne, 
die, da sie auch die Differentialgleichungen (3) befriedigen, die strengen Lésungen des Problems 
sind. 

a) Trager mit doppelt-symmetrischer Profilform. Bei den doppelt-symmetrischen 
Profilen fallt Schwerpunkt und Schubmittelpunkt zusammen, es ist also yy = zy = 0, CG 
und wenn wir auf Hauptachsen beziehen, A= 0. Die Gleichungen (3) entkoppeln sich und wir 
erhalten die drei unabhangigen Gleichungen 


(5) 


(6) 


ee FEO | 
wl? —y ww=0, (7) 
evl¥ — Py W? vy = OF | 


Aus diesen berechnen sich nach Einfiihren der Lisungen (6) die Eigenfrequenzen zu 


1 1 € 
aes Hen 2,2 72 2508 474 5 a Pl ee ee 
wr, = — (n* n+ vn* a’), Orga ayet A 2 ea ech, (8) 
T y ay 
Hier sind «,,,, w,, die bekannten Biegefrequenzen des doppelt-symmetrischen Stabes, wr, ist 
seine Torsionsfrequenz. 
b) Trager mit einfach-symmetrischer Profilform. a) Eigenfrequenzen. Wir setzen 


Symmetrie zur y-Achse voraus. Es ist dann yy 3-9, zy— 0, A= 0, Ct = C— ym Jy, und die 
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Gleichungen (3) gehen iiber in das simultane System 


yl nivtM wi¥ py”! — pray = 
(9) 

Te iv: aa 

w aie 95 — pyorw= 0. 


Die verbleibende dritte Gleichung stimmt mit der dritten Gleichung (7) iiberein und fiihrt auf 
die Biegefrequenz w,,. Aus den beiden Gleichungen (9) erhalten wir nach Einfithren der Ansatze 
(6) das homogene Gleichungssystem 


A, 


o nit + na? — pro?| + Cony? ME nist = 0, 


Ag ntat-+ C, [nit — pyar] = 0, 


das nur dann eine von der trivialen Lésung A, = C,—0 
verschiedene Lésung hat, wenn seine Koeffizientendeter- 
minante A verschwindet. Aus 4 = 0 gewinnen wir so mit 
den an oe (8) unter Beniitzung von 


Pe diy P ee il 
(Ge a hae adie m1 oy BYP 


Abb. 6. Frequenzkreis. 


die gesuchte Frequenzgleichung in der Form 


{ 2 2 

oO o p 

PR ie eos | aie one) (10) 
w! (Ove De ow? Tw 

Yn Yn P Yn. Yn 


und daraus sofort 


2 2 2 2 ap 9 5 
On = 1 14 Yu L OT, i il a Yur orp, 2 | Or, Ym 10! 
wx 2 ae OF Miser 4 ikie oe? DORN isaE al (10) 
Yn ig Yn 12 Yn hme 12 


Diese Beziehung erlaubt eine einfache graphische Bestimmung der beiden Wurzeln al) und w? 
Wir nennen diese Darstellung in Analogie zum Mohrschen Spannungskreis ,,Frequenzkreis“‘ 


(Abb. 6). 
B) EinfluB einer Langskraft. Werden in (9) die von der Wirkung einer Langskraft N= OoF 
herrithrenden Glieder hinzugefiigt, dann gelten mit der Abkiirzung o? = NP/EJ, die Differential- 


gleichungen 
C yy 
ee iv 7 ny wy — (v2 atngot 22) 9” x’ = wo pry= On 
(11) 


Ea Ore — www 0. 


Die Ansatze (6) fiir y und w erfiillen auch hier Differentialgleichungen und Randbedingungen. 
Fiithren wir sie in (11) ein, dann erhalten wir ein in den unbekannten Amplituden A,, C, homo- 
genes Gleichungssystem. Aus dem Verschwinden seiner Koeffizientendeterminante folgt, wenn 
wir mit Ng, = (n®7?/P?) EJ, die n-te Knicklast des Eulerstabes und mit f2 das Verhiltnis 
N a 

Ne, 127 
pert (2 | | sae 2p + |S 4 pa oe oe a T | ==) (12) 

2 n ¥ 


Yn Yn 


= Br, bezeichnen, die Frequenzgleichung 


und daraus fiir die Frequenzquadrate 


On 1 Ym orp il ; yu 7 Om |2 = Wm yz 
ae a 2) (2 4 i2 ae 2 Bn at: A [2 ory 2 4 : sa = (12’) 
Yn P an ‘p Sats Oya P 


oder, wenn wir mit q@, die aus (10’) bekannten Eigenfrequenzen («2 — 0) bezeichnen, kurz 


2 a 


aa (13) 


oO, 


oe 
Yn 
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Fiir die Frequenzquadrate besteht danach eine lineare Abhingigkeit von N, insbesondere wachsen 
sie mit zunehmender Zugkraft unbeschrankt an und gehen asymptotisch in On| Oy == pp tiber. 
n 


Kin ganz anderes Verhalten zeigt sich bei Druckbelastung. Mit Bn=tBp, folgt aus (13) 
w? 4 
ae a — Bn. 08) 


Die Frequenzen nehmen mit wachsender Belastung ab und erreichen fiir zwei ausgezeichnete 


Werte Bpn,,, die Grenze Null: 


wo) 0 
Bon = O. ’ Bon, —- Oo, . (14) 

Die so gekennzeichneten Drucklasten Bpaee sind die ,,Drehknicklasten‘‘ des Stabes von 
einfach-symmetrischem Profil und bestimmen seine elastische Stabilitatsgrenze. Eine Steigerung 
der Belastung iiber die Grenze (14), fiir die das kleinste Bp, (n= 1) mabgebend ist, ist nicht 
méglich, wenn der Stab unter der statischen Last gerade oder unendlich wenig ausgebogen 
bleiben soll. Nach (14) sind die Quadrate der (dimensionslos gemachten) Eigenfrequenzen (1) Vw, 


bei fehlender Langslast gerade gleichgro8 wie die (dimensionslosgemachten) Drehknicklasten 
Bpn,,,- Diese kénnen also auch nach (12’) oder mit Hilfe des Frequenzkreises bestimmt werden !. 


c) Trager mit unsymmetrischer Profilform. Fiir unsymmetrische Profile (yy + 0, 
2m + 0) gelten, wenn wir den rotatorischen TragheitseinfluB mitberiicksichtigen und auf be- 
liebige rechtwinklige Querschnittsachsen beziehen, die mit den Hauptachsen den Winkel a 
einschlieBen migen, die vollstandigen Gleichungen (1). Sie gehen nach Einfiihren der Lésungs- 
ansatze (6) mit den Bezeichnungen (8) iiber in das homogene Gleichungssystem 


2 2 2 
LEE ae 2M 92MM oO, Bale 2M yom LC Ym yim ay 
if ae Rae 2 wo? a a AEE i2/1 : 


Yn P P Mg Yn 
z yi [ we f Be ow? Ue 
A, aay + Bae <= (2 Lew neat)| +644 |1— : nnt| = ; (15) 


@M 
of 


= 


EN 
3 


Yet Bix Pe Te 
15) 43.4/1— Sh Entat + 6,1 (14 mat)| =o. 
oO* 2 
fe Yn [. 1 j 


L 


Nullsetzen der Koeffizientendeterminante liefert die Frequenzgleichung 


6 4 2 
(a) (a) @ 
nm n n 
ay wo! sr > w? ; a3 Do) 3 a 0 (16) 
Yn Yn Yn 


mit den Koeffizienten 
ee on (le 0, (e — A), 


2 
re 
lg = a, 75 | 


(op) 


Yn ; 
Oty ab eat een LR (17a) 
cat | é) wo? | (é i) (a le vs z) on (2 oh ' ° 
Ww ou 
Tap RY 99 n 
ST ar a ie 
wobei 
Yn zy ,¥M2 2 
yo ates — 21k, On = 7 Pm? (17b) 
P 


bedeutet. Zwischen J, , J, . Jy, und den Haupttragheitsmomenten, die wir mit J,, J, bezeichnen 


: 1S, R. Kappus a.a. O. 5. 449. 
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wollen, besteht bekanntlich der Zusammenhang 
SI c08 Oo Jn sn | 
J, = J, sin? « + J, cos? a, 


Jy2= + (Si— Jo) sin 20. 


(18) 


Gleichung (16) ist in w;/w,, kubisch und bestimmt die drei Eigenfrequenzen w(), wl), aw) 
der n-ten Schwingungsform. Sie enthalt sechs Parameter, von denen uns vor allem die 
Schubmittelpunktsabstande yy, zm, als Ausdruck fiir die Unsymmetrie der Profilform, inter- 
essieren. Deren qualitativer Einflu®B auf die Lage der Eigenfrequenzen laBt sich, da die Fre- 
quenzen als quadratische Funktionen der yy, zm in jedem Kurvenast nur einen Extremwert 
annehmen kénnen, iibersichtlich in folgender Tabelle zusammenfassen: 


Grenzwerte fiir 
ymM7 & und zy © 


Verhalten im Nullpunkt 


oi oo)? ot)? op(?)? of? 
2 rs 2 2 5 
or Ors i oy 
Yum variabel . ; e 
Zy — konst. + 0 
N= Ve 
7 = rian Wpt Max. Min 1 0 BS 
M 
ym variabel ; ss : s 
Z,, = konst. == 0 Max. Min. pt. é 
nies ie ee ; 
= nst. == 
oe ees Wpt. Max. Min. 0 1 Ps 
M 
¥ mu Variabel ‘ * ; 
2 KONStee == 0 Hees Min. pe x“ é 
= ae 
Decne “oeene 
Yu = Konst. == 
He variabel Wt. Min. Max. 0) oo 1 
a ) 
2 
On 
Wpt. = Wendepunkt mit verschwindender Kriimmung; 7 = 
Iv p = 
Yn 


Es zeigt sich also (Abb. 7 u. 8): Der qualitative Verlauf der Eigenfrequenzen eines Stabes 


von unsymmetrischer Profilform in Abhangigkeit von den Schubmittelpunktskoordinaten yy, 2y | 


ist festgelegt durch das GréBenverhaltnis der Kigenfrequenzen des zugeordneten doppelt-symme- 
trischen Stabes, die sich nach (8) berechnen. Unabhangig davon, ob ,,Biegefrequenz‘‘ oder 


,,Torsionsfrequenz**, nimmt die héchste der drei Kigenfrequenzen mit wachsendem yy (oder zy) | 


zu, die tiefste ab; der mittlere Eigenwert geht asymptotisch in w,, (oder in w,,) itiber. An keiner 


Stelle schneiden sich die Frequenzkurven, die drei Frequenzen q(™) sind also fiir jedes beliebige | 


Wertepaar yy,2m (ym+ 9, 2m=+0) voneinander verschieden. Bei den einfach-symmetrischen — 


Profilen (yy— 0 oder z= 0) zeigt sich ein davon abweichendes Verhalten. Die Biegefrequenz 
wo) = w,, (oder w) = w, ) ist hier von den beiden anderen unabhangig und bleibt von einer 


VergréBerung der Koordinate yy (oder z) unbeeinfluBt. Von den beiden anderen (von yy oder 24 
abhangigen) Frequenzen geht die niedrigere gegen Null, die héhere gegen Unendlich. Es kénnen 
also hier durchaus zwei der drei Eigenfrequenzen fiir einen bestimmten Wert von yy (oder 2y) 
itbereinstimmen. Die mindeste Kopplung (Unsymmetrie) reicht aber aus, um die Frequenzen 
auseinanderzutreiben und so die Ubereinstimmung von zwei Eigenfrequenzen zu verhindern. 

In Abb. 9 ist noch der Kinflu8® der rotatorischen Tragheit bei unsymmetrischen Profilen 
gezeigt. Aufgetragen ist das Verhaltnis der Kigenfrequenzen w™) zu den Eigenfrequenzen al), 
die sich bei vernachlassigter Rotationstragheit errechnen. Es zeigt sich hier nichts Neues: die 
Frequenzen nehmen mit wachsender Ordnung n der Schwingungsform ab, und zwar werden die 
von Hause aus héheren Frequenzen stirker abgemindert als die tieferen. Fiir die niederen Kigen- 
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werte (n = 1, 2) ist der Unterschied vernachlassigbar klein, bei den héheren kann er sehr merklich 
werden, fiir m= 10 annahernd 40 v.H. 

Von der (willkiirlichen) Lage des Bezugssystems hangen die Eigenfrequenzen nicht ab; sie 
sind ihrem Wesen als », Higenwerte‘‘ entsprechend invariant gegeniiber einer Drehung « des 
Bezugssystems. Man kann dies nachweisen, wenn man beachtet, da® bei einer Drehung sich 
in (16) nicht nur die A les Al fs Jy; nach (18), sondern auch die 
Schubmittelpunktsabstande yy;, zy, gemaB 


—— i = —— j 40 
Ym = Ym,cosa-+ zm, sina, zy = ¥M, Sin & + zy, cosa. 


andern. Hier bezeichnen ym,> 2m, die in Richtung der 
Hauptachsen gemessenen Koordinaten von M. 


2, Mechanisch gekoppelte Schwingungen, Unter ,,mecha- 
nischer Kopplung‘* verstehen wir eine Kopplung der Ver- 
schiebungsgréBen infolge der 4uBeren Lasten. Sie kann ab- 
hangen von der GréBe und Verteilung, oder auch von der 
Anordnung der Lasten. Im zweiten Falle wollen wir von 
Massenkopplung, im ersten aus einem sofort zu erlautern- 7 
den Grunde von Biegekopplung sprechen. 


Biegekopplung nennen wir die Erscheinung, daf ein in 
einer Ebene durch Querlasten vorgekriimmten Stab bei einer | os, 
Ausbiegung senkrecht zu dieser Ebene gleichzeitig eine 
Drehung (Torsion) erfahrt, die dadurch entsteht, daB die 
infolge der Vorkriimmung gedriickten Stabfasern eine seit- 
liche Aushiegung zu vergréBern, die gezogenen zu _ ver- =— 
kleinern suchen. Das Ergebnis ist eine von Ort zu Ort 
veranderliche Schiefstellung der Querschnitte, also eine Ver- 
windung des Stabes. 15 


10. 


Bei der Massenkopplung riihrt die Kopplung von zusatz- 
lichen Tragheitsgliedern her: von den beziiglich der Schwer- 
achse exzentrisch angeordneten duBeren (mit Masse be- YM 
hafteten) Lasten. Ein praktisch wichtiges Beispiel ist der 
langs des Obergurtes gleichférmig belastete querschwingende 
Stab. 

Beide Koppelerscheinungen sind unabhangig von der 
Querschnittsform, treten also bei symmetrischen wie bei 
unsymmetrischen Profilen auf. 

Die Frequenzen mechanisch gekoppelter Systeme kénnen | 
nicht mehr als Eigenfrequenzen bezeichnet werden, da sie 
Funktionen der auBeren Belastung sind, die jeden beliebigen 2 
Wert annehmen kann. Wie vorne beim geometrisch ge- 
koppelten Stab wollen wir aber auch hier von ,,Biege‘‘- und ar 
»Torsions‘‘frequenzen sprechen und darunter die Frequenzen 
verstehen, die (beim doppelt-symmetrischen Stab, den wir 7 
hier ausschlieBlich betrachten) fiir verschwindende Belastung 
in die bekannten Biege- und Torsions(eigen)frequenzen w,,,, my 
W7,> :, (8) tbergehen. VG 
| Im folgenden untersuchen wir die Schwingungen um die 0 O5 70 15 
statische Gleichgewichtslage. Wir zahlen also von GOLUAUs eh), 7, Gaundtrcquetven ol) eines Trigers mit 
die VerschiebungsgréBen y, v, w und kénnen dann in den Ver- unsymmetrischer Profilform. 
schiebungsdifferentialgleichungen (33) die inhomogenen Glie- 
der der rechten Seite streichen. Wir legen noch die ‘y-Achse in die Lotrechte und verstehen unter 
) eine mit Masse behaftete Streckenlast ; dann ist, wenn ) in der vertikalen Symmetrielinie an- 
greift, py—= e,—0. Mit yw=2zm = 0 kommen wir nach Einfiihren der Ansatze (2), der Ab- 


70 


kiirzungen (4) und 


! 


ae My 1 = Mz 1 Aim, Pi l4 
by = A it RN Sl yo gE Jy 
17 


co |e 
| 
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als unabhangiger Verdnderlicher, auf das folgende System von Differentialgleichungen: | 


mit & 


e2 
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yn 
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ny 


e 
2 
aly 
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i Erdbeschleunigung = 981 cm/sec®). Diese Gleichungen lésen wir getrennt fiir die drei 
verschiedenen Arten von mechanischer Kopplung. Dabei setzen wir wie bisher unbeschrankte 
Giiltigkeit des Hookeschen Gesetzes voraus. 

a) Biegekopplung; Einflu& eines konstanten Biegemoments. Wir beschrinken 
uns auf den einfachsten Fall eines in der (Xx, y)-Ebene wirkenden Biegemomentes M, a= Ms 
konst (M, = 0). Die zweite Gleichung (19) entkoppelt sich dann, die erste und dritte gehen 
mit der Bezeichnung 4 = M1/E J, iiber in 


gl — vy! 1 we yw! — a2 Yr y= 0, | 


T 7 20 
wl? + ny’ — aw ypw=0. | a 
Mit den Lésungsansatzen (6) erhalt man daraus unter Beachtung von 
y Ge ue 
ye eld 5 T 
v — == FS und mit he —_— le n4 ha 
i Yr ia/P ky w2 [2 
Yn 
nach kurzer Rechnung fiir die Frequenzquadrate 
wr 1 w% // 2 \2 2 
a —T it a) nc) 2 
> =5{1+-—2)4+5 | (1-2) +4 
7) 2 w? 7 Ww. Ge TR 
Yn ‘ Yn, Yn, Yn kn 
oft) eine Beziehung, die wieder graphisch mit Hilfe 
On, ; des Frequenzkreises ausgewertet werden kann 
40 
m=7 
zZ 
G8 — 4 
3 
G6 4 + 
| | 
7 
oy — 
7 Z & 7 xy 
Abb. 9. EinfluB der Rotationstragheit auf die Eigenfrequenzen. Abb. 10. Frequenzkreis. 


(Abb. 10). Fiir w= yy, wird die eine (von Hause aus niedrigere) Frequenz zu Null, die andere 
gleich Jo%,, + w7,; die zweite Biegefrequenz (Frequenz der Biegeschwingung in der Momenten- 
ebene) bleibt urberiihrt von der Gréfe des aufgebrachten Moments, sie ist gleich der Biegeeigen- 
frequenz ,,. Dabei bezeichnet j4,, das Kippmoment des doppelt-symmetrischen Stabes, bei 
dessen Erreichen der statisch beanspruchte Trager seitlich ausweicht. 


b) Massenkopplung. Die Differentialgleichungen fiir den Fall der reinen Massenkopplung 
(d. h. bei Vernachlassigung des Biegeeinflusses) erhalten wir aus (19), wenn wir dort an duferen 
Lasten nur solche beibehalten, die in Verbindung mit der Exzentrizitat e/i, auftreten. Die auch 
hier Differentialgleichungen und Randbedingungen befriedigenden Liésungsansatze (6) fiihren 
dann nach Einsetzen in die so abgednderten Gleichungen (19) auf ein in A,, C, homogenes 
Gleichungssystem, aus welchem durch Nullsetzen der Koeffizientendeterminante die Frequenz- 


gleichung 
ot 2 wo w? op 2 
P e re Pp n e 
ae sa Pp : +e) Se aber Po\ w | 2 
In Ms P, Yn In ON Yn Be atl (21) 
\ 2 
beet Bie. eh gone aL ey, 
a ' Po}ip ” Ton Tp, ip” 


folgt. Dabei wurde, um den Gleichungen eine zweckmafige dimensionslose Form zu geben 
die Stabmasse pro Langeneinheit 9 F durch das Eigengewicht py (kg/cm) des Stabes ausgedriickt, 
fe 


250 Heilig: Torsions- und Biegeschwingungen von diinnwandigen Tragern usw. _Ingenieur-Archiv 


: : Pol’ ve _ P far die GréBen und wr (4) ee 
= —=— oe 0 
so daB wir mit oF = Ppo/g, Wo ag Gae “oieulans Py Y Py 
is ¢ 2 s a & 
und pr=yyr27 a setzen konnten. a, ist eine Abkiirzung fir ol, 


Aus (21) lassen sich die Biege- und Torsionsfrequenzen in Abhangigkeit von p/p und e/tp 
berechnen. Dabei zeigt sich allgemein fiir das Verhalten der Frequenzen folgendes Bild: Die 
Frequenzen sind im Bereich kleiner Lastparameter (0 < P/Po — 4) sehr empfindlich hinsichtlich 
einer Erhéhung der Last, und zwar werden hier sowohl die Biege- als auch die Torsionsfrequenzen 
sehr stark abgemindert, die Biegefrequenzen bemerkenswerterweise unabhangig von der Exzen- 
trizitat mit einem Gefalle nes Fs OTn = —1. Die Abminderung der Torsionsfrequenzen ist 

d(p/Po) \ 5, 
linear in p/p, mit einem Gefiille, das im wesentlichen von e/i, und dem Frequenzverhiltnis w7,/y,, 


0 70 20 IO 0 70 20 30 
Abb. lla. ,,Biegefrequenzen‘‘. Abb. 11b. ,,Torsionsfrequenzen“. 


abhangig ist. Fiir einen bestimmten kritischen Wert p/p, — p,/p, wird eine der beiden Fre- 
quenzen zu Null; dieser Wert ergibt sich als Nullstelle des in der geschweiften Klammer von (21) 
stehenden Ausdrucks 
[Ope 171 oF, 
ie wae Ge) 
Yn 
Da p/p, nur positive Werte annehmen kann, ist (23) nur im Falle negativer Exzentrizitaten er- 
fiillbar, d.h. bei Lastengriff oberhalb des Schwerpunktes. Es bezeichnet p,/p, diejenige kritische 
Last, bei der, ohne Massenkrafte, gerade noch Gleichgewicht zwischen den (auslenkenden) 
auBeren Kraften und den (riickfiihrenden) inneren elastischen Kraften méglich ist. 
Die Abhangigkeit der Frequenzen von der Exzentrizitat e/i, im Bereich kleiner e/i, ist 
weniger ausgepragt als fiir kleine Querlastparameter p/p). Die Biegefrequenzen besitzen im 
Nullpunkt (e/i, = 0) ein Extremum, und zwar ein 


Maximum| s Or, P\ = 
Minimum | fiir on (2 +2) < ‘ (23) 
Zu- oder Abnahme der Frequenzen mit wachsendem e/i, hangt also nicht nur yom Gréfen- 
verhaltnis wr, /w,, ab, sondern wesentlich auch von der GréBe der Streckenlast. Das Extremum 
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der Torsionsfrequenzen ist gegen die Nullstelle e/ip = 0 um einen (i. a. kleinen) Betrag 


ip zo wz /w* (25) 
on lo + 
Wn Yn 


verschoben (die Kurve w;/w; =f (e/i,) besitzt im Nullpunkt eine immer positive Steigung 
P/Po* %)- Da w,/wy,, fiir eine Exzentrizitat e/i, < 1 naherungsweise mit wr,/@y, ibereinstimmt 
und wir daher in (25) w,/w} mit guter Naherung durch wy, /@y, ersetzen kénnen, heiBt dies 
auf Grund von (24), daB das Extremum nach der Seite positiver e/i, riickt, wenn die Biege- 


frequenz im Nullpunkt ein Maximum hat und gleichzeitig wr |wy, > 1 ist. In diesem Falle 


of” 


Oy 


= —— | 
Ras 
oy” 
| wale Oy 
7 
a0 t 
2 L 
ey ct aa sbete 
Fis 30 EE es meee = 
(a, ee 
ao) -4 =i =o =I 0 if 2 @ ca 5 


Abb. 12. ,,Torsions- und Biegefrequenzen in Abhangigkeit von der Exzentrizitat des Lastangriffs. 


hat dann die Torsionsfrequenz an der Extremstelle ebenfalls ein Maximum; das folgt aus der 
allgemeinen fiir die Torsionsfrequenzen geltenden Extremalbedingung 


Om Om 
Maximum P = = 7 
Po Y \ay : 
fiir <0 (26) 


Minimum 


[(26) ist eine Naherungsformel, die aber in allen Fallen, auBer fiir wp | Wy, 4 1, brauchbar ist; 


also bei allen gebraéuchlichen offenen Profilen.] 
Die beiden Frequenzen w(), w(®) streben im Falle wachsender (positiver) Exzentrizitaten 


(e/tp > 0) den Grenzwerten 
Q) oo 
OW 24 a, 


@ ve Oy, 


zu. [Die negativen Exzentrizitaten lassen sich (bei konstanter Last) nicht beliebig vergréfern, 
sondern werden durch die Grenzexzentrizitat — e/i,, die sich bei vorgegebenem p/p, aus (23) 
berechnet, beschrankt.] Die an der Stelle e/i, = 0 hdhere Frequenz strebt dem Grenzwert 1, 
die tiefere dem Grenzwert Null zu. Es kann also entweder die ,,Biege‘‘frequenz oder auch die 
Torsions“frequenz in die Biegeeigenfrequenz iibergehen. 
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Den Verlauf der Biege- und Torsionsfrequenzen eines vorgegebenen Tragers in Abhingigkeit 
von p/p, und ei, fir n= 1 zeigen Abb. 11 u. 12. In Abb. lla, b ist das Verhaltnis w,/@p, 


aufgetragen, wo w,, die Frequenz des belasteten Stabes fiir e/t, — 0 bedeutet. Die Kurven | 
geben so unmittelbar ein Ma8 fiir den KoppeleinflufB. Abb. 12 zeigt die Abhangigkeit von der 


Exzentrizitat. 


c) Uberlagerte Massen- und Biegekopplung. Ein elastisches System, wie es in | 
Ziff. 2b) behandelt wurde — denken wir z. B. an einen in waagerechter Ebene schwingenden — 


gleichférmig belasteten Traiger —, weist neben Massenkopplung immer auch infolge der durch 


© -g/ohne Blegehkopplung) 


u 
Sad 


20 


40 -3,0 -5,0 


0 70 20 30 co, Ul) 70 20 30 40 
Abb. 13a. ,,Biegefrequenzen“’. Abb. 13b. ,,Torsionsfrequenzen‘‘. 


die Querlast erzeugten Biegemomente M, Biegekopplung auf [s. Gleichung (19)]. Es ist 
M1 1 g 
Hs Fes = ES gs Wom ie) (6 =e 9) Fe (27) 
Dieser Einflu8 1a8t sich mit Hilfe eines Naéherungsverfahrens bestimmen, das darin besteht, in 
die Minimalbedingung (I, 64) des Hamiltonschen Prinzips in Analogie zum Ritzschen Ver- 
fahren fiir y und w zwei periodische, die geometrischen Randbedingungen erfillende Funktionen- 
folgen 


y= JA, sinnazEsinwt, w= SC, sinnzé sin wt (28) 


einzufiihren. Integration und Variation, bei der die Verschiebungsvariationen dy, dw durch 
die Parametervariationen 6A4,, OC, ersetzt werden, liefert dann 2 n homogene Gleichungen, 
aus welchen sich die Verhaltnisse A,/C, und die Frequenzen berechnen lassen. Im folgenden 
geben wir nur kurz die Ergebnisse der Rechnung an. 

Unter Beschrankung auf je das erste Reihenglied in (28) erhalten wir fiir die Grundfrequenz 
die Bestimmungsgleichung: 


wi 3) e” wz On p (e Or [Neds fae 3\e2* 
J 1+ -—)|/——]1 —1 = 4 14-2 
erin eee cokae ico an a 


N 
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Thre Auswertung zeigt im Vergleich zu den Ergebnissen bei reiner Massenkopplung Folgendes: 
Der Verlauf der Biegefrequenzen ist auch im Bereich kleiner Lasten abhangig von der Exzentri- 
Zitat, ebenfalls weisen die Torsionsfrequenzen eine zusiatzliche, wenn auch geringfiigige Abhangig- 
keit von e/i, auf. Bei Steigerung der Querlast erreicht p/p, einen kritischen Wert, fiir den co?) 


2 


Pi 2 

B28 Bhh Slt Pte aes tes eae | gy 

Po = Po\ tp ,°1,15 ay: 1,15 w? 3 
L 


Se 
tm Cy 
ip 5 ee = T 
eee een 
lea 5 : 
[eo ST 3 Ne 
50 
+ le 
wo,” 
= ew Ne 
Oy, ; | 
ev) 
a 
Bee eee 30 + 
a "AE 30 
5 <i =f =a Hf 0 7 Z 3 mn 5 


Abb. 14. ,,Torsions- und Biegefrequenzen“‘ in Abhangigkeit von der Exzentrizitat des Lastangriffs. 


Instabilitét kann hier also auch fiir positive Exzentrizitaéten eintreten, und zwar immer dann 
wenn 


ae 
2 
fd Weasel ence 
phe -l lo%e? 


ist. 

Die Frequenzen Wp (ey, » wp [ay fir reine Biegekopplung (d.h. bei Lastangriff im 
Schwerpunkt) weichen, solange die Querlasten geniigend weit von der Kipplast entfernt legen, 
nur wenig von den Eigenfrequenzen OO) [Oy = 1/(1+ p/po). wl) Ody = Op [Wy ab, die sich 
bei vernachlassigter Biegekopplung berechnen. In diesem Bereich gelten fiir die Biege- und 
Torsionsfrequenzen mit guter Naherung die folgenden Formeln: 


wo) ow) 
Biegefrequenz: at — —*. — As 
oh amt (30) 
wo) 0) 
Torsionsfrequenz: —*- = —°*+ 4 
bs Oy. Oe a J 
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mit: 


Oh (: at Sy a | 
Ny Po 
Die Biegefrequenzen nehmen i. a. (wr, |, > 1) ab, die Torsionsfrequenzen zu. 

Die e/i,-Abhangigkeit ist noch ausgepragter als vorher. Dies macht sich vor allem im Bereich 
kleiner negativer Exzentrizitaten bemerkbar, in welchem schon geringe Anderungen von e/ip | 
wesentliche Anderungen der Frequenzen zur Folge haben. Die Frequenzextrema entfernen sich noch 
mehr vom Nullpunkt e/i, = 0. Die Grenzwerte fiir wachsende e/i,—> + 00 sind dieselben wie 
bei vernachlassigter Biegekopplung. Die im Nullpunkt niedrigere Frequenz strebt asymptotisch 
gegen Null, die hhere geht asymptotisch in die Biegeeigenfrequenz itber, kann also zu- oder ab- 
nehmen. Abb. 13 und 14 zeigen den Frequenzverlauf in Abhangigkeit von p/p, und e/i,. In~ 


Abb. 13 sind hier im Gegensatz zu Abb. 11 die Frequenzen o!!)/@,,, w{?/w,, aufgetragen. | 


Auffallend ist in Abb. 13 die sehr schnelle Abminderung der Frequenzen mit p. Diese ist aber 
keine Folge der Biegekopplung, sondern riihrt im wesentlichen von der VergréSerung der 


Masse her. 
Zusammenfassend stellen wir fest, daB die Frequenzen sehr empfindlich hinsichtlich einer 
Anderung der Auflast sind. Der Hinflu8 der Massenkopplung ist schon bei kleinen Exzentrizitaten 


von wesentlicher Bedeutung, wahrend die Biegekopplung erst bei Querlasten, die in der Nahe | 


der Kipplasten oder Exzentrizitaéten, die in der Nahe von e,/i, liegen, EinfluB gewinnt. 


Zusammenfassung, Fiir den raumlich gekriimmten urspriinglich geraden Stab werden die 
inneren und duBeren Krafte (Momente), sowie die allgemeinen Verschiebungsdifferentialgleichungen 
fiir beliebige 4uBere Belastung hergeleitet. Es zeigt sich, das infolge der Verwindung der Stab- 
fasern und der dadurch bedingten Verwélbung der Querschnitte zusatzliche innere und ,,auBere“‘ 


Krafte entstehen. Dieinneren Zusatzkrafte hangen bei den nichtsymmetrischen Profilen mit | 


den bekannten Eigenschaften des Schubmittelpunktes zusammen (,,Geometrische Kopplung‘“‘); 
auBerdem iiberlagern sich unabhangig von der Profilform Einfliisse aus der Verhinderung der 
Querschnittsverwélbung (Wélbkrafte). Die Verwindungsglieder der AuBeren Krafte, zu welchen 
sowohl die Langs- als auch die Torsionsspannungen Beitrage liefern, riihren von der iiber den 
Querschnitt veradnderlichen Richtung der Stabfasern her: so gewinnen die Torsionsspannungen 
EinfluB auf Langskraft und Biegemomente, die Langsspannungen auf Querkrafte und Torsions- 
moment. Weitere Einfliisse folgen aus der Verkriimmung der Schwerachse (Verformungseinflu8) 
und etwa vorhandenen Exzentrizitaten des auferen Lastangriffs (,,Mechanische Kopplung*“). 

Der EinfluB der geometrischen und mechanischen Kopplung auf die Lage der Torsions- und 
Biegefrequenzen wird am Beispiel des freiaufliegenden Tragers untersucht. Parameter sind im 
ersten Fall die Schubmittelpunktsabstande, im zweiten die Tragerbelastung und die Exzentrizitat 
des Lastangriffs. Der Frequenzverlauf in Abhangigkeit von diesen Parametern kann fiir beide 
Falie in einfacher Weise aus dem Gré®enverhaltnis der Frequenzen bei verschwindender Kopp- 
lung qualitativ beurteilt werden. Trager mit unsymmetrischem Profil besitzen dreimal unendlich 
viele (von den Schubmittelpunktsabstanden) abhingige Eigenfrequenzen; einfach-symmetrische 
zweimal unendlich viele, die tibrigen sind unabhangig. Auch ein im Schwerpunkt gleichférmig 
belasteter doppelt-symmetrischer Stab weist z.B. neben einer (von der Biegekopplung) un- 
abhangigen Frequenz fiir jede Schwingungsform zwei abhangige Frequenzen auf. Die Frequenzen 
gleichférmig und exzentrisch belasteter Trager hangen wesentlich von Lage und Gréfe der Quer- 
lasten ab. Der BiegekoppeleinfluB der Querlast erlangt hierbei erst Bedeutung, wenn die Lasten 
in der Nahe der Kipplast liegen. Bei mittleren Querlasten kénnen die Frequenzen mit guter 
Naherung ohne Beriicksichtigung der Biegekopplung berechnet werden. 


(Eingegangen am 16. Dezember 1950.) 
Anschrift des Verfassers: Dr.-Ing. R. Heilig, Dortmund-Brackel, Reichshofstr, 41. 
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Kin Integrationsverfahren fiir die Berechnung der Biegespannungen 
achsensymmetrischer Schalen unter achsensymmetrischer Belastung. 


Ii. Mitteilung. 
Von H, Miinz. 


1, Einleitung, Fiir das am Ende der I. Mitteilung aufgestellte kanonische Differential- 
gleichungssystem sechster Ordnung! sollen nun Integrationsverfahren entwickelt werden. Die 
kanonischen Variabelen Q,, Q,, Q; und P,, P,, P, hatten bis auf den Dimensionsfaktor der Reihe 
nach folgende Bedeutung: die Verschiebung parallel zur Schalenachse, die Verschiebung senk- 
recht zur Schalenachse, die Verdrehung der Meridiantangente und die Schnittkraftkomponente 
parallel zur Schalenachse, die Schnittkraftkomponente senkrecht zur Schalenachse, das Biege- 
moment um die Breitenkreistangente. Da Q, den Charakter einer ,,zyklischen Koordinate“ hat, 
und deshalb nach Kenntnis der iibrigen Variabelen durch eine Quadratur gewonnen wird, da 
ferner P, als Integral iiber die Belastungskomponente parallel zur Schalenachse bekannt ist, 
brauchen wir nur die Integration des kanonischen Systems vierter Ordnung fiir die Variabelen 
Q,, Q3; P,, P; zu betrachten. 


2. Allgemeine Integrationstheorie der kanonischen Gleichungen, Allgemein hat ein lineares 
kanonisches Differentialgleichungssystem vierter Ordnung die Gestalt? 


One fir PotfiePst+fisQet+fisQs.+fio> ) 


Q3= = fie Petfee Pst fos Q2+ fos Qs + foo > | (1) 
P,= — fis P2— fos Ps +fs3 Q2+ fsa Qs + Seo > | 


P3= — fia Po— fea Pst faa Qo + fas Qs + Sao: 
Die Koeffizienten f,, , sind hierbei gegebene Funktionen von ¢. In unserem Gleichungssystem 
(7,9) der I. Mitteilung ist z. B. 
fia= f= fos = Soa = foo= 9- 
In der iiblichen Weise der Integration von Systemen linearer Differentialgleichungen ermitteln 
wir zunachst ein System von vier linear unabhangigen Lisungen des homogenen Differential- 


gleichungssystems. Setzen wir dieses als bekannt voraus, so lautet das homogene kanonische 
Gleichungssystem fiir die I-te Lésung, wenn wir mit 7! und x! eine Lésung der homogenen Glei- 


chungen bezeichnen, 

w= fumthemtfsithar> 

ee fie m+ foo tht fas + Soa %> (2) 

my = — fs ™— fas ™ + fos + faa > | 

m= — fi, — faa Met Sea Xt Sas %° 
Werden nun die inhomogenen Gleichungen (1) der Reihe nach multipliziert mit a}, a), —xt, 
—x! und die homogenen Gleichungen (2) mit — P,, —P,, Q,, Q;, wobei die P,, Ps; Qs, Q, irgend- 
eine Lésung des inhomogenen Systems (1) darstellen sollen, und addiert man diese Produkte, 
so ergibt sich 


d ; 
ie x PsA zt! Qs — WP) = 00 fig 503 Teteg = * Jao: 


Man erhalt somit fiir jede Lésung des homogenen Systems ein Integral des inhomogenen der 


Gestalt 
7 Q,— xt Po-+ hQ, — x, Ps = pr (3a) 
mit z 
gi= | (74 fio— #4 faot 73 foo — %3 Sao) 45 -F Cr (= 1, 2, 3, 4). (3b) 
——————————— ti, , : <A 0 
1 Berichtigung: Gl.(9e) q—(L—» <) Q,=-++:  statt o— (4 ay <| = 


2 H. Poincaré, Les methodes nouvelles de la mécanique céleste. Bd. I, S.166- Paris 1892. 
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Betrachtet man an Stelle des inhomogenen Gleichungssystems (1) das homogene System fiir 
die m-te Grundlésung und fiihrt eine entsprechende Rechenoperation aus, so erhalt man 


PAG xt om + ol nm — x! am) = 0 (L 7h == 15 20,4) 6 
S 
Den Klammerausdruck nennen wir die ,,bilineare Kovariante“‘ der Grundlésungen /,m und 
bezeichnen ihn mit [/, m]. Durch Integration folgt 

[l, m] = i! um — yb om +. ft ym — x! em — konst. (4) 
Offenbar ist [J,m]——[m,1]. Die bilinearen Kovarianten sind unabhangig von der Koordi- 


nate ¢, und wir kénnen ihren Wert an einer Stelle f= S berechnen, an der wir die Anfangs- | 
bedingungen fiir die Lésungen des homogenen Systems vorgeben. Nun erhalt man ein Haupt- 
system von Lisungen!, wenn diese Anfangswerte wie folgt vorgegeben werden: 


( %h9 Why 59 9 fied 0 0 Oogr\ 
oe LS a ML) vel 0 1 0 0 (5) 
X39 Man By To 0 0 1 0 
HEME TEA BUM Tae 0 0 0 a 
Fiir die bilinearen Kovarianten erhalten wir hiernach die Werte 
[1,2] = [3,4] =—1, [1,3])=[1,4J/=[2, 3]=[2,4]—0. (6) 


Ist ein solches Hauptsystem von ,,kanonisch konjugierten‘‘ Lésungen der homogenen Glei- 
chungen bekannt, so wird die Berechnung der Partikularlésungen nach der Methode der Variation 
der Konstanten sehr einfach. Wir machen in ublicher Weise den Ansatz 


Qop = = an (2) xe Beas dy, (2) 0% 


ce . or (7) 
05 — 3 an un» P3, = Sa a, (6) 70™ 


wodurch die ica des inhomogenen Systems (3) identisch erfillt werden miissen: 
xo, (€) (att x — ob om + ot xm — xl x) = 9 (l= 1,23354): (8) 
Da der Koeffizient von ad,» (¢) die bilineare Kovariante [l, m] ist, wird nach (6) 


a,()=9,(2), (2) =—9.(6)..| 
(0) On a, (2) = — 95 (6), J 


wobei g dic unbestimmten Integrale von (3b) sind. 

Die vollstandige Lésung des kanonischen Gleichungssystems (7, 9) der I. Mitteilung erhalten 
wir durch Uberlagerung des Hauptsystems von Lésungen des homogenen Gleichungssystems 
mit der entsprechenden Partikularlésung: 


(9) 


= SGA». (10a) 
Gees C, x5 + Q5p » (10b) 
Ps Cate Pe (10¢) 
Pas Caleepe (104) 
und aus den beiden Quadraturen =; 
a= [Ea Fa £0] Oe as 


1 Vgl. z. B. E. Kamke, Differentialgleichungen reeller Funktionen, S.174. Leipzig 1930. 
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eee GTN ee a 
Ey eiactrs Or fe VIF et Kab + Py. (11b) 


Die Konstanten C,, C,, C;, Cy, Qj) und P,, werden aus den Randbedingungen der jeweilig vor- 
liegenden Schalenaufgabe bestimmt. 


_ 3. Ein Verfahren zur Integration der homogenen Gleichungen. Die Hauptarbeit der Inte- 
gration besteht nun in der Ermittlung eines Hauptsystems von vier Lésungen des homogenen 
kanonischen Gleichungssystems 


; ens ee OF ae a 
m+ (ty o\m= Ae He» (La) 
, n’ Q’ _ 1l—v oe? 
sn Caer ea ta a 
, 7’ oF _ Ll—r eo? 7 
ae dr ee ie 
’ ny CO a oe 
mit 
BES = 72 
A= eee ra H(i we 
Da man diese Gleichungen auch in der Form 
1] ae yO 
(jr%) =A oa, (la*) 
See a RE en | ‘ 
a) pr EAs oe? a 8 eae oe 
Ld AS lice) OL | * 
Geo airs er carorcumet (Le*) 
Goes Q” a 
( 4 ) ia cee 


schreiben kann, ]aBt sich vermége des besonders einfachen Baues dieses Gleichungssystems eine 
schrittweise numerische Integration sehr bequem durchfiihren. Wir wollen jedoch ein Integra- 
tionsverfahren entwickeln, das dem eben angefiihrten in vielen Fallen iiberlegen sein wird, 
besonders dann, wenn die Neigung der Meridiantangente gegen die Schalenachse nicht allzu steil 
ist (vgl. die spater durchgefiihrte Abschatzung). 

Wir fiihren zunachst durch die kanonische Transformation 


1 : : 

4 (i+ im) =a4, (2a) 

l ; = 

Lg — im) = 4. (2b) 
iui (2c) 
Tg — THs =H ( 


mit der erzeugenden Funktion 
1 9 1 : = 
Vi zz (H%_ > 473) P + a (#2, — 173) p 


komplexe Variable ein. Die kanonischen Gleichungen (1) erhalten dann die Gestalt 


ol a ha ae ie 
Cealaimiy 4 aa (3b) 
(or fen Can REE » 
p+(F—9t paca (34) 
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Setzen wir die relative Anderung der Schalendicke 7/7 gleich Null und rechnen, abgesehen 


! 
} 


von dem Glied (1 — 2), das auch in A enthalten ist, mit der Querkontraktion v = 0, so ergeben | 
sich fiir ) und q einerseits und ihre konjugiert komplexen GréSen p und q andererseits zwei 
getrennte Systeme von je zwei linearen Differentialgleichungen erster Ordnung. Das System | 


(3a, b) lautet, wenn wir p und q nach (2a, c) ersetzen und wegen n'/n=0 und y= 0 die 


Variabelen 75, 73 3%), %3 Mit Py, P33 Go. Jz bezeichnen, 


(a+ ipa) = (Go G1) et iw), (4) 
(Pet igs) =A (92+ 1 Ps) (4b) | 


Man erkennt nun sofort, daB mit (q,-+ ips) und (p,+ iq3) auch (ps — i q2) und (q3 — i py) Lé- 
sungen dieses homogenen, linearen Gleichungssystems sind. Das urspriingliche kanonische 


Gleichungssystem, Gl. (1), fiir 7’/n = 0 und y= 0 


r= Xan, (a), 
p= Gg Stam: (5b) 
w=" Stato (5c) | 
=A Ps (5d) 
geht also bei der Vertauschung von 
q2 mit ps; ea qs ae Psa (6) 
Pg mit qs P3 mit — q | 


in sich tiber. Es geniigt folglich zur Ermittlung eines Hauptsystems von vier Lésungen des 
Systems (5) mit den Anfangswerten entsprechend (2, 5) die Berechnung von nur zwei Lésungen, 
um nach den folgenden Beziehungen alle vier zu kennen: 


G=P§> %=—Pi> B=P3> B= Pi: | 
i... gt 1 2 3 2 — 3 (7) 
P2= 9432 P3=— 43> P2 = 4%» p=—@g.| 
SS Ne 
In (4a) hat der komplexe Koeffizient — roe — i einen wesentlich kleineren Realteil 


als Imaginarteil, d. h. der Realteil ist wesentlich kleiner als eins, falls die halbe Schalendicke 


<=" sithn (8*) 


ist. Der Ausdruck f/1-+ f’? bedeutet den zweiten Hauptkriimmungshalbmesser der Schalen- | 


mittelflache (Abb. 1). Da nach den iitblichen Voraussetzungen der Biegetheorie dinner Schalen 
die Schalendicke wesentlich Kleiner sein soll als die Kriimmungs- 


halbmesser der Schalenmittelflache, ist die Bedingung (8*) bestimmt 


ee are rape 1— vf 
ie Ue Ae Af eins ist. Da f’ die Steigung der Meridiantangente gegen die Schalen- 
4 Sohatenaetse | \ achse an gibt, ist die Ungleichung sicher richtig fiir Neigungswinkel 
AE (eo Deenmug’von’f VIF. der Meridiantangente zur Schalenachse zwischen 0 und 60°, und wir 
kénnen in diesen Fallen in (4a) den Koeffizienten von (p,—+ i qs) 
immer als rein imaginar betrachten (Abb. 2). Bis zu welchen Neigungswinkeln iiber 60° diese 
Vernachlassigung noch tragbar ist, mu8 von Fall zu Fall entschieden werden. Fiirflache Schalen 
lassen sich andere Vernachlassigungen angeben, wie wir in Abschnitt 7 zeigen werden. 
Das Gleichungssystem (5) erhalt mit dieser Vernachlassigung die verkiirzte Gestalt 


i] ; 
dann erfillt, wenn =7, mindestens von der Gré®enordnung 


R= Aa (8a) 
jee (8b) 


XIX. Band 1951.  Miinz: Integrationsverfahren fiir die Berechnung der Biegespannungen usw. 209 


q3 > (8c) 
/ a 
% = A—- Ps. (8d) 


Uber die mechanische Bedeutung dieser Vernachlassigungen, die natiirlich auch fiir n' In +0 
und y + 0 ihren Sinn haben und schon am Gleichungssystem (3) hatten diskutiert werden kénnen, 
laBt sich folgendes aussagen. 

Die homogenen kanonischen Gleichungen geben den Zusammenhang zwischen Schnittkraften 
und Verschiebungen einer Schale, die nur an den Randern durch Momente und Krafte senkrecht 
zur Achse belastet ist. Betrachten wir noch einmal die dimensionsbehafteten Gleichungen (6, 17) 
der I. Mitteilung, in denen p, und K, null zu setzen sind: Den obigen Vernachlassigungen ent- 
sprechend ist in (6, 17c) das Glied mit g, und in (6, 17e) das Glied mit p, zu streichen. Da (6, 17c) 
die Momentengleichgewichtsbedingung angibt, erkennen wir aus (6, 19), da® mit der getroffenen 
Vernachlassigung M,=¥M, 


wird. Wir sehen also, daB unter den oben diskutierten Bedingungen fiir die Steigung des Meridians 
derjenige Anteil des Ringmomentes My, der durcn die Verkriimmung x, eines Breitenkreises 
entsteht, wesentlich kleiner ist, als der Anteil, der infolge der Quer- 
kontraktion vom Biegemoment M, herriihrt. 

Aus der Vernachlassigung in (6,17e) folgt, wenn wir (6,17e und 
6, 17f) zusammenfassen zu 


f’ Ps ==) a +f’ a2 | y 42 


uier gan ae et)” : 
dak 
) gq tf’ a: = y 22 
) Se ie f 
ist, also nach (6, 8) und (6, 9) der I. Mitteilung 
Ey = — VE5. Abb.2. Comoe ac 


Dies bedeutet, da®B — wieder unter den oben formulierten Bedingungen — die von den Meridian- 
langskraften herriihrenden Verformungen vernachlassigt werden kénnen. Die dann noch auf- 
tretende ,,Meridiandehnung“ ¢, ist durch die Querkontraktion bei der ,,Ringdehnung“ é3 ver- 
-ursacht. 

Wir wollen uns nun zunachst auf solche Schalen beschranken, die der Bedingung (8*) geniigen, 
und suchen Lésungen des Gleichungssystems (8). In integrierter Gestalt lautet dieses 


Po=A | imdb + Pro (9a) 
po=— | P2dE + Pog» (9b) 
= [48 +400. (9c) 
m=A [A pdl + a (9d) 


Daraus folgt . nn 
p= —A | [ (ae)? po(E— bo) + Peo (10a) 


q2 = 4f{ =p. (dc)? Gao (€ Cy) + Goo + (10b) 


Die Gleichungen (10) lassen sich sehr einfach numerisch schrittweise z. B. mit einer von Hohen- 
| emser- Prager! angegebenen Forme! fiir Doppelintegrale auswerten”, und zwar einmal fiir 


| 1 Hohenemser- Prager, Dynamik der Stabwerke, S. 157. Berlin 1933. 

| 2 Es seien an Saloons drei aufeinander folgenden Intervallpunkten p, und q, bekannt. Am folgenden 
‘Intervallpunkt wird q, z. B. durch Extrapolation geschatzt und nach (10a) der zugehorige Wert von pg, 
—* Hiermit wird nach (10b) ein verbesserter Wert fiir q, berechnet. 
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Goo=1 und poo = 930 = P30 = 0 


und einmal fiir 


Po = 1 und G20 = 430 = P30 = 9 - 


Aus (9a) und (9d) ergeben sich dann die entsprechenden Lisungen fiir py und q,, und nach (7) 
die restlichen beiden Lésungen des Hauptsystems von Lésungen fiir das verkiirzte Gleichungs- 
system (8). Da dieses Gleichungssystem kanonische Gestalt hat, existieren fiir die Lésungen auch 
die bilinearen Kovarianten, die wegen der getroffenen Wahl des Hauptsystems von Lésungen 
null bzw. eins sind entsprechend (6). 

Um einen Uberblick iiber die Gré®enordnung des Fehlers zu bekommen, mit dem die Lé- | 
sungen von (8) gegeniiber denen von (5) infolge der obigen Vernachlassigungen behaftet sind, | 
wird man die Liésungen p, und q, des Gleichungssystems (8) in die rechten Seiten von (5b) und | 
(5c) einfithren und durch Integration erste Korrekturen fiir p, und q, erhalten. Sollten diese 
Korrekturen im Rahmen der erforderlichen Genauigkeit der Zahlenrechnung betrachtlich sein, 
so wird man die Lésungen des Gleichungssystems (8) als Naherungslésungen von (5) zu betrachten | 
haben, die bei Beachtung von (6) und (7) durch Iteration zu verbessern sind. Es sei aber auch | 
auf die Méglichkeit hingewiesen, die Schalenzone, in der solche gréBere Korrekturen unserer 
Naherungslésungen erforderlich sind, nach den Methoden des Abschnittes 7 als flache Schale | 
zu behandeln. 5) 

Das kanonisch konjugierte Hauptsystem von Lésungen von (5) sei jetzt exakt, d.h. 
innerhalb der erforderlichen Genauigkeit bekannt. Die allgemeine Lésung ist dann 

4 4 
Pa= 2 Ph» Q= 4%» 


=1 b=1 
; (11) 


4 
Be Pe B= X14 - 


Wir erinnern uns, dafi das Gleichungssystem (5) entstanden ist, indem wir in (1) 4’/y und » null | 
setzten. Die dadurch vernachlassigten Glieder sollen jetzt durch eine Stérungsrechnung beriick- 
sichtigt werden. Wir suchen an Stelle der konstanten Koeffizienten c¢, von (11) solche Funk- 


tionen ¢, (Gb daB durch 


Tig = >, 61(C) ph, Hee 0>) CG) Ohn 
b=1 t=1 
(12) 
Ae eh 4 = 
m= Sale,  =Saléa 


das unverkiirzte Gleichungssystem (1) erfiillt wird. Die Hamiltonsche Funktion dieses Gleichungs- 
systems spalten wir auf in 


H= H*+ 2, 
wobei 
il a 1—v 9? - 
H = mint 7] Ao (at + -4 Sia ) (13a) 
die zu (5) gehérende Hamiltonsche Funktion ist und 
Qe ie —y 4 (Sy % + M3 Hs) (13b) 
die Stérungsfunktion. Die Gleichungen (1) lassen sich dann in folgender Weise schreiben: 
as & 02 ,__1—*v 92% 02 
a A ” “2 Toa 2 A 0 ET *3 ieee (14) 
, 14 
Pe NAT 02 See a 02 
Ts A 0 Ra Ths Ox,” 4, = A n 8 aga | 


Kombinieren wir nun die ,,gestérten Gleichungen‘ (14) mit einer Lésung der ,,ungestérten 

Gleichungen“ (5) entsprechend der Operation zu Anfang des Abschn. 2 zwischen den inhomo- 

genen Gleichungen und einer Lésung der homogenen Gleichungen, so erhalten wir den Ausdruck 
OT a eee 


ad l U 1 U 0 
gp ehs 72 Gata Pe — 9,0) — Pe On, q, Ox, pe Fee Ts Bx,” 
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Setzen wir hier den Ansatz (12) ein und beriicksichtigen, daB 


ante 1 __ 0% 


P, ae und ty (g== 243) 
ist, so erhalten wir 
ie -\ (nl qm m gl l 1 02 
ae =, mS) (Pia — Prat Pa — Pr a)—= 3 (I= 12,3, 4). 


Da der Faktor von c¢,,(¢) die bilineare Kovariante [m, I] des Gleichungssystems (5) ist, deren 
Werte in (2,6) angegeben sind, erhalten die Stérungsgleichungen die kanonische Gestalt 


ae eee?) oles 
oe ae (15) 
, 02 ENE, 
ce Tiedt! pias on. ? 


In der Stérungsfunktion 2 (13b) sind hierbei mit dem Ansatz (12) die 7, 733 %g, #3 durch die ¢ 
auszudriicken. 

Diese einfache Herleitung der Stérungsgleichungen beruht auf der Tatsache, da® unsere 
kanonischen Systeme linear sind. Unsere Stérungsgleichungen (15) sind ein Sonderfall der all- 
gemeinen Lagrangeschen Stérungsgleichungen, der immer dann eintritt, wenn die gestérten 
Konstanten kanonisch konjugiert sind?. Daf unsere Konstanten ¢, diese Kigenschaft besitzen, 
erkennt man unmittelbar daraus, daB sie nach (11) die Werte der Koordinaten und Impulse an 
der Stelle € = on bedeuten. 

Natiirlich kann man auch den Ansatz (12) als kanonische Transformation der Variabelen 7 
und x auf die neuen Variabelen c, auffassen. Die Stérungsgleichungen (15) unseres Problems 
lauten 


, 4 
Sea aie Pk {Pe Gor GePs Ps Gh oe Po} vc 
, y 4 
ae AP {p3 qi + qip) + p3qi-+ qipit, 
n’ S0- é A i 
, les Gace C1 {P39 + WP 2b P39 1 95 Ps} 
; ROA 
a= & ve) Sa (Ps Tale Ge Pa 1 0P3 ts 5 Ps} - 
Unter Ausnutzung von (7) und (2,6) lassen sich die Stérungsgleichungen mit den Faktoren 
| B= Pi&+ P3q> (16a) 
| Bo= PiP+ Pg> (16b) 
| Bs = — P23 P3+ P3 P3> (16c) 
Ba= = P39 + PEGS (16d) 


vereinfachen und integriert in folgender Form darstellen?: 


hace Re Ji a) IE , 2 (By y+ Bo + Bs c) dee el(E.\s (17a) 


nd or \\n Q 
p= 2 [All 92) Bret Bees Baca do + calls), (7b) 
qa 22 [EZ —v2) Poet Beco Pread b+ eG). (176) 
a= 22 ("1X _»2)(pathathaetaG) (ta) 


1G, Prange, Enzyclopadie, S. 592. 
| 2 Die Integrale sind von C, his ¢ zu erstrecken. 
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Aus diesem Gleichungssystem ist nun ein Grundsystem von Lisungen der cm (1, m = 1, 2, 3, 4) 
mit den Anfangswerten null und eins entsprechend der Matrix (2,5) 


| chives selener (it -O @ @) 

; do @ @| [0 1 0 0 ia 
| unc) mace “| YO it 
\ ch ch c3 cf alo 0 0 0 1 


zu berechnen. Diese Berechnung geschieht durch Iteration. 
Als erste Naherung setzen wir in die rechten Seiten von (14) die c™ konstant eins bzw. null 


fiir alle € entsprechend ihren Anfangswerten. Dies hat zur Folge, daB zwischen den gestérten 


Konstanten c” in zweiter Naherung immer noch die folgenden Beziehungen bestehen: 


1 83 was | ay ee et Ye 
c= c3, c¢ = 8, c! c c —=.0 


3° 3 4 
Pn a (Yee 
Co= Cy, f= Cc}. 


Wir brauchen also bei dem ersten Iterationsschritt nicht sechzehn, sondern nur acht Integrale 
nach (17) auszuwerten, namlich fiir die Berechnung von 


c2 


1 
Cc 1? 


1 1 : 
ci, .€ 1s 


oe Cin a C25 eC) Uae, 


gees ac 
Bei den weiteren Iterationsschritten fallen solche Vereinfachungen dann weg. 
Hat man das Lésungssystem der Stérungskoeffizienten c” entsprechend der geforderten 


Genauigkeit gefunden, so erhalten wir nach (12) ein Hauptsystem von Lisungen des homo- 
genen kanonischen Gleichungssystems (1) mit den Anfangswerten (2,5) und den in (2,6) an- 
gegebenen Werten der zugehérigen bilinearen Kovarianten. Wir kennen also jetzt ein kanonisch 
konjugiertes Hauptsystem von Lésungen der homogenen Gleichungen und kénnen die Partikular- 
lésungen durch Variation der Konstanten nach Abschn. 2 berechnen. 


4, Beispiele: Wellrohr und Rohrsicke, Die hier entwickelte Integrationsmethode soll nun an 
einem Beispiel veranschaulicht werden. Der Meridian eines Wellrohres sei gegeben durch 


e(¢) =1+4 0,1 (1— cos5z£). 


Die Wandstarke sei kon- 
stant (7= 1) und ihr Ver- 
haltnis zum _ kleinsten 
Rohrradius 


Das unendlich lang ge- 
dachte Rohr sei einer Zug- 
belastung in Richtung der 
Rohrachse ausgesetzt. Die 
Spannungen und Verschiebungen verlaufen dann periodisch mit der Rohrwellung. Die Rech- 
nung braucht also nur fiir eine Halbperiode des Meridians durchgefiihrt zu werden (Abb. 3). 
Legen wir durch ein Wellental und den rechts davon benachbarten Wellenberg je einen Schnitt 
senkrecht zur Rohrachse, so ergibt sich eine Schalenzone, an deren Randern die Schnittreak- 
tionen und die Verschiebungen gegeben sind (Abb. 4) 


P,(0) = P, (0,2) = Q,(0) = Q, (0.2) = 0. 


Abb. 4. Schnittreaktionen und Verschiebungen im Wellen- 
Abb. 3 Das Wellrohr. tal und Wellenberg. 


Diese Randbedingungen an der betrachteten Schalenzone entsprechen einer beiderseitigen 
horizontalen Einspannung, wobei aber die Einspannstellen noch frei verschieblich sind in Rich- 
tung senkrecht und parallel zur Rohrachse. Die Schnittkraft senkrecht zur Rohrachse und die 
Verdrehung der Meridiantangente sind nach der in Abb. 3 festgelegten Wahl des Nullpunktes 
von € ungerade Funktionen von ¢; das Biegemoment und die Verschiebung senkrecht zur Rohr- 
achse ergeben gerade Funktionen von ¢. Das Hauptsystem von Lésungen des Gleichungssystems 
(3,1) ist nach Abschn. 3 berechnet worden und das Ergebnis in Abb. 5 graphisch dargestellt; 
dabei ist bemerkenswert, wie wenig sich die Lisungen fiir y= 0 von denen mit der Stérungs- 
rechnung fiir vy = 0,3 verbesserten unterscheiden. Die Funktionen fiir die Koeffizienten der 
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Stérungsrechnung c” sind in Abb. 6 aufgetragen, und zwar sehen wir dort das Ergebnis nach 


dem ersten und zweiten Iterationsschritt. Die in d i 
rs ; em Gleichungssyst 3,17 
Koeffizienten 8, sind in Abb. 7 aufgezeichnet. ite oe 


ae 
t Ni J- ag 

“20 ph Np ee! 
fs \\ OG = he 

\ wed 

see Ly) e/a 

\-0 Ibs 
Abb.5. Das kanonisch konjugierte Hauptsystem von Lisungen von (8, 1). 
v= 0, Lésungen des verkiirzten Systems (3, 8). — —— »=0,3, durch Stérungsrechnung verbesserte Lésungen. 


Es empfiehlt sich, die nach (2), (7), (9) und (3) gefundenen Partikularlésungen durch eine 
iteration nachzupriifen bzw. zu verbessern. Infolge der unvermeidlichen Ungenauigkeiten bei der 
umerischen Berechnung der Lésungen des homogenen Systems kénnen die bilinearen Kovari- 


| 18 
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anten am Ende des Integrationsbereiches bisweilen betrachtlich von null bzw. eins abweichen. 
In Abb. 8 ist das Ergebnis der Partikularlésungen nach der Methode der Variation der Kon- 
stanten und das durch einen nachfolgenden Iterationsschritt aus dem inhomogenen Gleichungs- 
system (7,9) der I. Mitteilung mit P, = 1 und K, = K, = 0 verbesserte aufgetragen. Der nachste | 
Iterationsschritt bringt dann keine erforderlichen Verbesserungen mehr. Die bei der Variation | 
der Konstanten auftretenden Funktionen gy, sind in Abb.9 aufgetragen. | 

Um nun das unserem Beispiel angepaBte Lésungssystem zu finden, miissen folgende Rand-— 
bedingungen erfiillt werden: 


€=0 : P,(0) =0,(0)- — 0, P,=1 und Q,(0)=0, 
€ = 0,2: P,(0,2) = Q3(0,2) = 0. 


Aus diesen Bedingungen erhilt man die Koeffizienten C, bis C, und die Konstanten P,) und Qio 
der Gleichungen (2,10) und (2,11). Die vollstandige Lésung dieses Problems ist in Abb. 11 
graphisch aufgetragen (gestrichelte Kurven). 


20 ; 7\10 3 
L / 
Y, C3 3 ee 
Z if 
C3 Ce i 
Zi 2 
7 Vi NG es j 
40 KE Vy SS a | 
af Ge of 
\ iil “A 
i (y 
\ | 1 jet 
fH 
4 \ J | cf 
if 
\ | 
I 7 
10 Zar \ 1003 | 
- j— } 
L / = 
C; : y / ¢ 
a ay) 0 z ed 
\ rH ary GI / G2 
Sag & \ 0G; Si 
0 2 sew 
G08 \ = 
y \ 
| 700? 3 [ ; 
ae L [ 


Abb. 6. Die Koeffizienten der Stérungsrechnung 


Ae fie es by ears! Hear ee, 
Ansatz: cy=1 On = 6h = Cy = 

2 2 yy 

co=1 ce =c2=c2 =0~ ---------- a 

; = : x \reseticamennes 
ner Co 2. J 

4 

Ca! Gah = =O 


AufSerdem wurde noch eine Einzelsicke untersucht, die in ein Rohr vom Radius 9 = 1 ein- 
gebaut ist, das gleichfalls einer Zughbelastung in Richtung der Rohrachse unterworfen ist (Abb. 10). 
Da die Rohrsicke dieselbe Meridianform haben soll wie eine Welle des Wellrohrs, brauchen wir 
die vollstandigen Lésungen der betrachteten Schalenzone nur anderen Randbedingungen anzu- 
passen. Und zwar bleiben aus Symmetriegriinden im Wellenberg dieselben Randbedingungen 
erhalten, wahrend sich im Wellental die Lésungen an die bekannten Lésungen des zylindrischen 
Rohres anschlieBen miissen. Fiir das zylindrische Rohr (9’ = 0) vereinfachen sich die kanonischen 
Gleichungen (7,9) der I. Mitteilung zu 


, 1— 7? , 
Ce pe ee 


A 
Q = Qs, P,= AQ + vP,, 
Q,= AP,, Pepe 


Mit 
wt = A?/4 
wird ein Grundsystem von Lésungen im Zylinder, ( < 0), da nur die nach links hin abklingenden 


* Zur Bedeutung von A siehe (3,1). 
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in Frage kommen, gegeben durch 


= 


5 0, 


20 


15 


70 


108, 


103, 
= | 


0 a7 G2 


Abb. 7. Koeffizienten § nach Gleichung (8,16) 
fiir die Stérungsrechnung. 


10 
_ 
L 
/ 
| / 
ye zi 
5 / 
Uf 
Giiay Len 
| lf / 
LA _| 
BV Za x 
¢ 
07 GZ. 
\ 
\ 
asl Y 
Fey, 
| 


Abb. 8. Partikularlésung fiir eine parallel zur 
Schalenachse angreifende Zugkraft (P, = 1). 
so --------- nach Variation der Konstanten, 

nach einem Iterationsschritt. 


| 
ibei der Rohrsicke gegeniiber dem Wellrohr am gréften an der Stelle, wo das Rohr in die Rohrsicke 
‘einmiindet, wahrend im Wellenberg in beiden Fallen fast Ubereinstimmung herrscht (Abb. 11). 


18* 


wy 


Tag —= evs [-4, cos wf + A, sin w C], 
wf <i — 

uaz = 5— [(A, + A,) cos wf + (— A,+ A,) sin wE], 
wf 


Taz = =— [(— Ay + A,) cos w 6 — (A, + Ay) sin WE], 


az = e®§ [A, cos wl — A, sin w c] ; 


und die Partikularlésungen sind 


Pap = Qsp = Psp = 0, Ow = — 5-5 Pi - 
pine a P 
Gy 
- 
| [ 
70 [| 
ar 0, 
00; 
: 
Y af 02 
Lu 
| | 
SE 
| cell 


Abb. 9. Koeffizienten fiir die Partikularlésung 
nach Gleichung (2,3 b). 


Da hier w= 14,37 ist, sind die Funktionen 27, 737 und 
H%2z,%3z an der Stelle — — 22 = — 0,437 praktisch auf 


Null abgeklungen. 


Aus der Bedingung, daB an der Stelle C=0 die 
Zylinderlésung stetig in die bereits bekannten Liésungen 
fiir die Rohrsicke iibergehen soll, folgt nach (2,10) 


C3—= A, 


Ait Ae 


2 


C= A. C= 


Die A, und A, ergeben sich dann aus derselben Rand- 
bedingung in der Mitte der Sicke wie beim Wellrohr: 
€= 0,2: P,(0,2) = Q,(0,2) = 0. 


Wie zu erwarten, sind die Abweichungen des Ergebnisses 
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Die Verschiebung in Richtung der Rohrachse erhalt man nach (2,11a) durch eine Quadratur. 
Die Liangsverschiebung des Wellenberges relativ zum Wellental ist 


beim Wellrohr OO; = 00,1042 
bei der Einzelsicke Q, = 0,084 


mit 


1 v 
OS ae 


y3a—") 


Fiir den Zylinder unter dem Einflu8 von achsialen Zugkraften ist die Langsverschiebung pro- 
portional der Zylinderlange 


P. = — 
Q, = Th (¢ =, Co) > 
— 2,425 - 10-5 (€ — &)), 
und die Verschiebung senk- 


recht zur Zylinderachse infolge 
der Querkontraktion ist 


P, 


Oe 


=== 0,120 105. 


Q=tOf-0ssal) 


Wn| 


SS 


| Schalenachse 


Abb. 10. Zylindrisches Rohr 
mit Einzelsicke. 


5. Berechnung der Span- 
nungen. Fiihren wir nun ent- 
sprechend Abschnitt 7 der 
I. Mitteilung dimensionslose 
Langskrafte und Momente ein, 


indem wir setzen 


_ (30—*) Ne 
eo A aE by,” 
nantes 130 —9) Ne 
e i 2% E hy’ 

, a eee 
nea (ead sal 

—_— y) Aw ON 

so ist 
nese Py. A; 40 P, 
goa ee 
eV1+ oe” 


i 


p- Vill 


2° yakhe 


Abb. 11. Lésung des kanonischen Gleichungssystems (7,9) der I. Mitteilung fiir achsial 
gezogenes Wellrohr und Robrsicke. 


Rohrsicke, = —_—----------- Wellrobr. 
P 
Mpa Ay —1—, m= P,. 
e eV1+ e” Q 


Die dimensionslosen Spannungen seien 


or 
ni V8 (lees o 
A 2E 


Dann erhalten wir nach (2,7) und (2,8) der I. Mitteilung die Ring- und Langsspannungen 


a agi By ae =! 3 
oon Delile thle CoE aa, Ny mM, Z 


Das Ergebnis ist in Abb. 12 fiir Wellrohr und Rohrsicke aufgetragen. 
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Man erkennt, da8B bei den Langsspannungen in Richtung der Meridiantangente die Biege- 
spannungen etwa sechzehnmal so groB sind wie die reine Zugspannung, wahrend bei der Ring- 
spannung die Zugspannung drei- bis viermal gréfer ist als die Biegespannung. 


6. Das Naherungsverfahren von Geckeler. Die kanonischen Gleichungen (3,8) erhalten in 
den komplexen GriéBen 


2q= (%,+ im) und p = (m+ ix) 
die Gestalt 


(ieee a 
p paged: 


Wird q. eliminiert, so pene wy 10 1 
ergibt sich 


/ /\ Blegesponnung an f 
UR NEN . ; \ 
iz p — — iAp : der Innenlaitung \ 
5- \ Bregespamung 
Durch die Transforma- T {an der Innen- 
a /ojbung 
ES. Z Longsspannung i 
“ae i 2 
on ag a9 4 
” 02 = 0302 ai b2 
geht die lineare Diffe- | 
rentialgleichung zweiter 
Ordnung fiir p iiber in 
die Riccatische Differen- 7 Kr 
e . ve 
tialgleichung Léngsspannung 
1 5 18! 
— Z'4+ Z?7=—i-. -10 
yA fi 4 
zs 31 92 
ES Lisung dieser Diffe- Abb, 12. Normalspannungen Sy = eee Op am Breitenkreis. | Abb. links. 
rentialgleichung machen Robrsicke, © ---------- Wellrohr. 
wir eine Reihenentwick- is aa) | 
lung nach dem Para- Normalspannungen 09 = ae Ty mead am Meridianschnitt. Abb. rechts. 
Rohrsicke, = ---------- Wellrohr, 


meter WyA < 1 
7 3/2 
Z= 2,4 ViZ+4%+(4] Diggin ee, 


Durch Koeffizientenvergleich erhalt man 


if ws 
ee at 
aera = 21 
la ae ee ea 


Wird nur das erste Glied dieser Reihenentwicklung beriicksichtigt, so ergibt sich fiir die komplexe 
’ Riccatische Differentialgleichung eine Lésung, die der Geckelerschen Naherungslésung' fiir die 
) ReiBner-Meifnerschen Schalengleichungen entspricht: 


a ea eee 
p=m+in=|/* el afl oe 


( Diese Lésung erfiillt die Riccatische Differentialgleichung exakt, wenn Z, konstant ist, und dies 
i fiihrt bei konstanter Wandstarke auf 


0 = C [Goff — Cof &], 
id. h. der Meridian bildet cine Kettenlinie und die Schale ist die Rotationsschale kleinsten 
I Flacheninhaltes. 


~ Ak Geckeler, Forschg. Ing.-Wesen. 1926, Heft 276. 
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Fiihren wir wieder den Neigungswinkel p der Meridiantangente gegen die Schalenachse ein, 
so erhalt man mit der Transformation 


— /& Vas va 
r= Ve 
eine Riccatische Differentialgleichung der Gestalt 


: OY > Qf 
VA y mn eee 1 Qo ; 
Der Punkt bedeutet: Differentiation nach @; ferner ist @, der dimensionslose Kriimmungshalb- 
messer des Meridians und 0,— 0 y 1 -++ 0’? der dimensionslose zweite Hauptkriimmungshalbmesser 
der Schalenmittelflache. 


Die Reihenentwicklung nach 1/fA ist 
ie 1 
Yor i Vio ioe n 


und deren erste Glieder ergeben sich zu 
Gi 
se |i 7), SS 
A= I. “ Qo” 


Vat pe ; i (In Yo) - 


Beriicksichtigt man nun wieder nur das erste Glied, so ergibt sich die von Geckeler angegebene 
Naherungslésung fiir die ReiSner-Meifnerschen Differentialgleichungen 


Vee eas 
pomtin=|/ Be Yae, ©” 


WG 
Dies ist eine exakte Liésung der Riccatischen Differentialgleichung, falls 
—%_ — konst. 


V7 @2 
ist, also z. B. bei konstanter Schalendicke fiir die Kugelschale. 

In der Geckelerschen Naherungsliésung steckt demnach genau dieselbe Vernachlassigung, die 
wir in Abschn. 3 getroffen haben; solange die Neigung der Meridiantangente zur Schalenachse 
nicht allzu steil wird, kénnen die mit A)/r) multiplizierten Glieder gegen die ohne diesen Faktor 
und die mit r)/hy multiplizierten vernachlassigt werden. Au®erdem wird die relative Anderung 
der Schalendicke 7/y null gesetzt und bis auf den Faktor ) 1 — v2 in A mit der Querkontraktion 
vy = 0 gerechnet. 

Weiterhin werden in der Geckelerschen Naherungslésung in der Reihenentwicklung nach 
1/ yA alle Glieder gegeniiber dem ersten vernachlassigt. Uber die Konvergenz dieser Reihenentwick- 
lung 1a8t sich allgemein aber praktisch keine Aussage machen, so da®B die Zulassigkeit dieser 
Vernachlassigungen von Fall zu Fall gepriift werden mu. 


7. Ein Integrationsverfahren fiir flache Schalen. Fiir flache Schalen ist es zweckmabig, die 
Meridiankurve durch 
€=£(9) 


darzustellen. Die dimensionslosen Impulse P, und Koordinaten Q, (Abb. 13), (Go =1, 273) 
sind jetzt als Funktionen des Breitenkreishalbmessers 9 anzusehen. Die Hamiltonsche Funktion 


Hw) in Abhangigkeit von der unabhangigen Variabelen g erhalten wir aus (7,8) der I. Mitteilung 


durch die einfache kanonische Transformation 


He=H 7 
in der folgenden Gestalt (wobei Striche “(ee nach @ bedeuten): 


oat 0, 
cen De OS pic lee (¢ P,+ P,) — a] ) 


+(*¥-2) etre" 70,4 ¢ BOS oie (x,0,4%%). 


if 
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Die in Abschn. 2 dargestellte allgemeine Integrationstheorie ist auch fiir die mit Hw) gebildeten 
kanonischen Gleichungen ohne Einschrankung giiltig. Jedoch bietet sich hier fiir die Auffindung 
eines Hauptsystems von Lisungen der homogenen Gleichungen ein anderes Verfahren an als das 


in Abschn. 3 durchgefiihrte. 


Die homogenen kanonischen Gleichungen (P,— 0 und K,= K,= 0) lauten mit A= ite 
ee igen eter yi+é9 
‘ t A Scat mapa Gite st (2) 


— 
mo) 
~ 
U7 


% & a 
y 
8 {| s 
S Si P+ GP; 8 
S = 4 A 8 
3 | 8 8 
S 2 Slxp & 
QR 2%) Q 
: ~ 
g 
Abb. 14. Die Schnittkraftkomponenten Abb. 15. Verschiebung eines 
Abb. 13. ,,[mpulse“ und ,,Koordinaten“ senkrecht zur Schalenachse an den Schalenpunktes, falls das Schalen- 
fiir die flache Schale. Randern eines Ringelementes. element nur verdreht wird. 


Streichen wir zunichst in (2b) das Glied ¢’x, und in (3a) das Glied fC’, so zerfallt unser 
Gleichungssystem in zwei voneinander unabhangige Systeme fiir 7, 2 einerseits und 73, x3 
andererseits. Die zugehérige Hamiltonsche Funktion erhalt man, wenn in (1) auBer den Be- 
lastungsgliedern noch der erste Klammerausdruck weggestrichen wird. Wir wollen die Lésungen 
der so entstandenen getrennten Gleichungssysteme, die offenbar je fiir sich kanonische Gestalt 
haben, mit p,, q, bzw. pz, q3 bezeichnen. Die vier Lisungen beider Gleichungssysteme bilden 
die folgende Matrix: 

Gwe pl « 0 0 
tPA 
; eae , (4) 
0 0 q; Pp. 
0 0 GPS 

Hat man ein kanonisch konjugiertes Hauptsystem von Liésungen gefunden’, so werden diese 
durch eine Stérungsrechnung mit der Stérungsfunktion Q = C’m, x, verbessert, und zwar macht 
man den Ansatz 

Tha = Cy Py + C2 P3 > (6a) 

%3— C3 q? claes q3 (6b) 

und erhalt fiir die gestérten Koeffizienten c, (I= 1,2, 3,4) die Lagrangeschen Stérungsglei- 
-chungen in kanonischer Gestalt 


C=) opie. cau) > (7a) 
o, = — £’ ph(c,q3 + 498) » (7b) 
c= Pgh (cpi+ capi). (7c) 
C= cee a G {e; pi Cy p>) . (7d) 


‘Das hier angegebene Integrationsverfahren ist nur miglich fiir 9-0. Die geschlossene Schale 


: 


1 Man wird Gl. (2) und (3) entsprechend (3,1*) umformen und schrittweise numerisch integrieren, 
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muB in der Umgebung 9 = 0 durch eine Platte oder eine Kugelkalotte ersetzt werden, fiir die 
exakte Lésungen bekannt sind?. . i 
Besonders einfach wird dieses Integrationsverfahren, wenn die Schale so flach ist, dah C’2 


gegen 1 vernachlassigt werden kann. Wir erhalten dann mit ¢’ — 0 aus dem Gleichungssystem (2) 
die Scheibengleichungen und aus dem Gleichungssystem (3) die Gleichungen der Plattenbiegung, 
die fiir konstante Schalendicke geschlossen integriert werden kénnen. Man muf allerdings dafiir 
sorgen, daB man fiir die Scheibengleichungen und die Plattengleichungen ein kanonisch kon- 
jugiertes System von Grundlésungen erhalt, deren bilineare Kovarianten also immer null oder 
eins sind. 

Im Fall ¢’2 <1 kénnen wir die vernachlassigten Glieder ¢’, und ¢’ x3 wie folgt deuten. 


Gleichung (3a) stellt die Momentengleichgewichtsbedingung dar, in der das Glied C’ m2 her- 
riihrt von dem Moment des Kraftepaares, das die an einem Schalenelement angreifenden Schnitt- 
kraftkomponenten senkrecht zur Schalenachse bilden (Abb. 14). Bei flachen Schalen ist aber 
der Hebelarm dieses Kraftepaares so klein, so da wir das entstehende Moment zunachst vernach- 
lassigen kénnen. 

Die Vernachlassigung in (2b) besagt, daB die durch die Verdrehung der Meridiantangente Q, 
hervorgerufene Verschiebung senkrecht zur Schalenachse in erster Naherung vernachlassighar 


ist (Abb. 15). 


8. Zusammenfassung. Das Variationsproblem vom Minimum der potentiellen Energie, das 
wir fiir achsensymmetrische Schalen unter achsensymmetrischer Belastung aufgestellt haben, 
kénnen wir nach den in der analytischen Mechanik gebrauchlichen Methoden in ein kanonisches 
Variationsproblem transformieren und hieraus die kanonischen Gleichungen fiir den Biege- 
spannungszustand herleiten. Da man ein Integral dieses Differentialgleichungssystems angeben 
kann — es ist namlich die Komponente der resultierenden Schnittkraft parallel zur Schalen- 
achse das Integral der Belastungskomponente in dieser Richtung —, kénnen wir eine zyklische 
Koordinate einfiihren und das urspriingliche kanonische Gleichungssystem von sechs linearen 
Differentialgleichungen erster Ordnung auf eins mit nur vier Differentialgleichungen trans- 
formieren. 

In den Koeffizienten dieser Differentialgleichungen tauchen nur die ersten Ableitungen der 
BaugréBen — Schalendicke und Meridian der Schale — auf. Zur Integration machen wir uns 
die Vorteile zunutze, die sich aus der Theorie linearer kanonischer Differentialgleichungssysteme 
erster Ordnung ergeben. Fiir Schalen, deren Meridianneigung gegen die Schalenachse nicht allzu 
steil ist, kénnen wir eine die Integration sehr vereinfachende Verkiirzung des Gleichungssystems 
treffen. Setzen wir auBerdem zunichst die Querkontraktionsziffer und die relative Anderung 
der Schalendicke gleich null, so ergibt sich eine wohl in den meisten Fallen schon recht brauch- 
bare Naherungslésung, die sehr einfach zu ermitteln ist, da man zur Kenntnis eines Haupt- 
systems von vier Lésungen der homogenen Gleichungen nur deren zwei zu berechnen braucht. 
Die durch die letzte Vernachlassigung gestrichenen Glieder kénnen dann durch eine Stérungs- 
rechnung fiir eine Verbesserung dieser ersten Naherungslisung wieder beriicksichtigt werden. 

Kin entsprechendes Integrationsverfahren ist im letzten Abschnitt fiir die flache Schale an- 
gegeben worden. Durch die Streichung von zwei Gliedern zerfallt das urspriingliche Gleichungs- 
system in zwei unabhangige, kanonische Systeme von je 2 Gleichungen. Mit den weggestrichenen 
Gliedern, die die beiden Systeme koppeln, wird eine Stérungsrechnung durchgefiihrt, die die zu- 
nachst erhaltenen Lésungen verbessert. 

Die Partikularlésungen fiir den jeweiligen Belastungszustand der Schale lassen sich aus dem 
kanonisch konjugierten System von Grundlésungen sehr einfach nach der Methode der Variation 
der Konstanten berechnen, 


(Eingegangen am 18. Dezember 1950.) 
Anschrift des Verfassers: Dr.-Ing. Hildegard Miinz, Rheinhausen, Am Damm 6. 
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Stoffgesetze und Wellen zahelastischer, isotroper Medien. 
Von E. Pieruschka. 


I, Mathematische Hilfsmittel, 


1. Bezeichnungen. Die rechtwinkligen Koordinatenachsen des Raumes werden mit *,, 2 
und x, und ihre Einheitsvektoren mit ¢,, ¢, und ¢, bezeichnet. Kleine griechische Buchstaben 
als Indizes sollen andeuten, daf jeder fiir die drei Zahlen 1, 2 und 3 gelten soll. Es bedeutet 
also x, so viel wie x, %, und x3. Skalare sollen mit grofen und kleinen lateinischen Buchstaben, 
Vektoren mit kleinen deutschen und Tensoren zweiter Stufe mit groBen deutschen Buchstaben 
bezeichnet werden. Die Koordinaten der Tensoren sollen mit den entsprechenden kleinen latei- 
nischen Buchstaben gekennzeichnet werden, die mit der notwendigen Anzahl von Indizes zu 
versehen sind. 

Soll von eins bis drei summiert werden, so werden kleine lateinische Buchstaben als Indizes 
verwendet. Es steht z. B. 


3 3 
of — an ea eh fiir > Une Ce eho 
b= 


= 
1 


(= 
Die skalare Multiplikation wird durch einen Punkt zwischen den beiden Tensoren angedeutet. 
Das Vektorprodukt schreiben wir mit eckigen Klammern. Beim Vektorprodukt zwischen einem 
Vektor und einem Tensor zweiter Stufe soll der Vektor zuerst vektoriell mit dem benachbarten 
und dann auch mit dem nicht benachbarten Einheitsvektor des Tensors zweiter Stufe nach 


tea eal = 0, [ex Cx +1)] = C442) und [ens es]= aa [eps ell 
multipliziert werden. Dann ist die Summe zu bilden. Bei dieser Definition gilt auch hier die 
bekannte Regel bei Vertauschen der Faktoren eines Vektorprodukts 


[B; a]= — [a; B]. (1.1) 
Das vektorielle Produkt zwischen einem Vektor und Tensor zerlege man nach 
[B; a] = a, [Bs e,] + a, [Bs eo] + a5 [Bs es]. (1.2) 


Die TensorengréBen [8;e,] berechnen sich leicht nach 
[Ores [= bipes less Cn) > Bat Leas €o, Ca- 


Bei Symmetrie von % erhalt man so leicht die drei Deviatoren 


0 ee; + bys Cl. — byp €1€3 
[BseJ=+ bs Coe; + 2b, C2 + (bsg — boo) Coes | (1.2a) 
a= Dey e301 + (b33— baa) C32 — 2 bog C33 | 
— 2b; €1€;— by Oa Ne C2 Wee bss) C1€3 | 
[Bs e2] = — bys Og@yat 000 Colo + bay C2€3 (1.2b) 
+ (by, — bs) es€1 + bro ° C3@2 + 2d45 C33 | 
+ 2 by» C10, + (bgp — B43) C1€2 + p93 €1€3 
| [Bs es] = + (lag — 443) ene — 2b yp Col. — bys C2€3 (1.2c) 
+ bes @3€;— 45 €sea2+ 90 €3€3 | 


. : eae 
2. Analyse des symmetrischen Tensors zweiter Stufe. Der Kugeleinheitstensor soll mit 8 
) bezeichnet werden: 

Oi Cues: (2.1) 
: . . . 

| Die invariante Grofe der Mittelkomponente eines Tensors kann man schreiben 


| Ca z Aga (2.2) 
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Jeden Tensor kann man in den Kugeltensor und Deviator — Tensor, dessen Mittelkomponente 
Null ist — zerlegen. Der Deviator soll mit dem Index Null angedeutet werden: | 


Y= ad+ Ap. (2.3) 
Dividiert man einen Tensor durch seine Intensitaét, so erhalt man nach Fromm! die Art des 


Tensors: 


Ol A Art (21) eet, wed ard ap (2.4) 
Damit kann man einen Tensor auch zerlegen: 
W—= 3 a Art (S) + A, Art (Uy). (2.5) 


Der Tensor zweiter Stufe 1aBt sich durch sechs invariante GréBen angeben. Drei Gréfen sind 
durch die Angabe der drei Hauptachsen gegeben. Fiir die drei weiteren schlagt Fromm vor: 


die Mittelkomponente nach (2.2), 
die Intensitat des Deviators 


Ab Ae a (2.6) 
und die Form definiert durch 
__ [ao 
We orig « (2.7) 


Mit |a,,,| soll die Determinante des Koeffizientenschemas des Deviators 2, bezeichnet werden. 
Die Bezeichnung Form wahlte Fromm, weil Tensoren mit gleichem Wert fiir die Form bei der 
Darstellung nach Mohr ahnliche Kreisdreiecke ergeben. Er nennt daher auch Tensoren gleicher 
Form ahnlich. 


3, Tensordifferentialoperatoren, Der Gradient eines Vektors ist ein Tensor zweiter Stufe: 
Oa 
grada = ax,° Ca. (3.1a) 
Der Gradient eines Tensors zweiter Stufe ist ein hme dritter Stufe: 


da, 
grad Qf = rae Caen (3.1b) 


Bezeichnet man den Ortsvektor mit y, und andert sich dieser um dy, so dndert sich der Tensor 
um 


dYU—dr-gradY. (3.2) 
Die Divergenz eines Tensors zweiter Stufe ist ein Vektor und kann definiert werden als 
! 0a, 
div 2 = Ag Cres (3.3) 


a 


Der Gaufsche Satz, auf den Tensor zweiter Stufe erweitert, lautet 


F V 
faf-U= fdRdivy. (3.4) 


Den Rotor eines Vektors kann man auf zweifache Art definieren. Hier interessiert nur die 
antimetrische Darstellung. Sie soll mit Rot bezeichnet werden. Es ist 


Ov 
Roty = ae (C5 Ca — Cap) - (3.5) 


Der antimetrischeTensor Rot » lat sich auch als Vektor schreiben, indem man (¢, e( 
durch e€(,;2) ersetzt. Der Deformator eines Vektors laBt sich definieren: 


(a-+1) — €(a41) Ca) 
Ov, 
def pb = ox, (a Cy - Ca es) 5 (3.6) 
Es besteht also die Beziehung: 
a7 1 
grady = def aa Roth. (3.7) 


1 H. Fromm, Ing.-Arch, 4 (C933) iS. 432 
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Nun sollen noch einige Beziechungen angegeben werden, die leicht abgeleitet werden kénnen und 
spater gebraucht werden: 


div (grad 2) = AY (A ist der Laplacesche Operator) , (3.8) 
div (def) = A+ grad (div) , (3.9) 
div (u) = grad (uw) , (3.10) 


4, Tensoren im bewegten Koordinatensystem, Das Bezugssystem bewege sich mit der Trans- 
lationsgeschwindigkeit » und der Rotationsgeschwindigkeit tv. Ein Tensor 2 sei im bewegten 
Koordinatensystem definiert. In der Zeit dt andert sich der Tensor um dQ. Diese Anderung 
kann in drei Teile zerlegt werden. Zuerst nimmt der Tensor infolge einer zeitlichen Anderung 
am Ort selbst um (0 %/dt)dt zu. Dann nimmt er weiter infolge der Anderung der Lage des 
Systems um dy zu. Nach (3.2) ist dieser Betrag | 


dy: grad Y . 
Zur Berechnung des durch die Rotation entstandenen Anteils mu} man beachten, daB sich infolge 
der Drehung auch die Einheitsvektoren andern. Daher mu8 man diese nach der Zeit ableiten. 
Fiir den Tensor 9 ist der durch die Drehung bedingte Anteil 


de, de, 
Cae ae Cpa Gt Ca = Tike 


Die Anderung der Einheitsvektoren nach der Zeit 1a8t sich nach bekannter Art durch die Winkel- 
geschwindigkeit 1v und den Einheitsvektor selbst ausdriicken: 

de 
eh Ke eS coll te 
= [e,3 1] 


Setzt man diesen Wert in obige Gleichung ein, so erhalt man fiir den durch die Rotation bedingten 
Anteil der Anderung des Tensors [2l; tv]dt. Letzterer Wert kann nach (1.2) berechnet werden. 
Mit diesen drei Anteilen erhalt man schlieBlich 


2M ON Ly grad U4 [5] . (4.1) 


II, Stoffgesetze zihelastischer, isotroper Korper. 


5. Die Tensoren, Der Spannungstensor soll bezeichnet werden als 


pes Ca Cb- (5.1) 
Auf die Flache dj eines Kérpers wirkt die Kraft 
dp dj * 3. (5.2) 


Bezeichnet man die Dichte mit @ und die am Massengramm wirkende Volumenkraft mit g, so 
ist die Gleichgewichtsbedingung am Kérper 


F Vv Vv 
far BtfesdR—foGaR—0 


mit dR als Element von V. Verwandelt man das erste Oberflachenintegral mittels des Satzes 
von Gauf (3.4) in ein Volumenintegral, entwickelt das totale Differential dy/dt in ein nur von 
der Zeit und ein nur vom Ort abhangiges Differential, bringt den ganzen Ausdruck unter ein 
Integralzeichen und beachtet, daB®B der Integrand Null werden muB, da die Gleichung fir alle 


- Volumina Giiltigkeit haben muB, so erhalt man die dynamische Grundgleichung 


1 div B+ 9=3, +0 grad (5.3) 
) in Tensordarstellung. Da sie eine Vektorgleichung ist, gilt sie fiir drei skalare Gleichungen. 
Die Geschwindigkeiten eines Punktes in der Nihe eines Stoffteilchens lassen sich erfassen 


| durch die Geschwindigkeit des betrachteten Stoffteilchens und die Geschwindigkeitsanderung 
i 


nach (3.2) 
dy— dy: grad (5.4) 
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in der Entfernung dy dieses Punktes. Die maBgebliche GréBe fiir die Geschwindigkeitsanderung | 
in unmittelbarer Nihe eines Punktes eines Stoffteilchens ist der Gradient der Geschwindigkeit. | 
Dieser ]a8t sich noch nach (3.7) aufteilen. 1/2 Rot » stellt den Drehgeschwindigkeitstensor des} 
Stoffteilchens dar. Die Drehung eines Stoffteilchens ist fiir die Spannung selbst nicht von un-| 
mittelbarer Bedeutung. Daher ist der Deformator def die einzige interessierende Gréfe der) 
Gestaltanderungsgeschwindigkeit. Nach (3.6) ist der Verzerrungsgeschwindigkeitstensor 


1 1 Ova | 
5} def» = Dik (€4¢5 + Cpe): (5.5) | 


Der Verzerrungsgeschwindigkeitstensor ist entscheidend fiir den Spannungstensor in str6menden 
Flissigkeiten. Die Stoffgesetze str6mender Medien werden daher Beziehungen zwischen diesen | 
beiden Tensoren und eventuell auch ihren Ableitungen sein. | 
Die aus dem Geschwindigkeitsfeld entwickelte Deformation ist urspriinglicher als die aus | 
dem Verschiebungsfeld entwickelte. Sie 1aBt sich stets definieren, wihrend die aus dem Ver- 
schiebungsfeld nicht immer definierbar ist. Nur bei iiberwiegend elastischen Stoffen ist der | 
Verzerrungstensor, der sich aus dem Verschiebungsfeld $ genau so wie der Verzerrungsgeschwin- | 
digkeitstensor aus dem Geschwindigkeitsfeld ableiten laBt, klar definierbar. | 
Ist 8 die Verschiebung, so ist der Verzerrungstensor 


1 1 /dsa , Oss 
= def3 = = baer 7) Cals. (5.6) | 


Vom besonderem Interesse ist der Zusammenhang zwischen Verzerrungstensor und Ver- | 
zerrungsgeschwindigkeitstensor. Der Geschwindigkeits- und der Verschiebungsvektor sind nicht | 
an derselben Stelle zu definieren. Man betrachte das Geschwindigkeitsfeld an der Stelle des 
Ortsvektors y und das Verschiebungsfeld an der Stelle des Ortsvektors Y). Zwischen xy, t) und 
der Verschiebung $ besteht der Zusammenhang 


tot 8=%. (5.7) 
Nun ist 
__ 98 (Xo) 
p (g) = 28 Go), (5.8) 
Da die Bildung des Deformators keine Ableitung nach der Zeit enthalt, ist 
deco) 


In Zukunft soll stillschweigend vorausgesetzt werden, daB p an der Stelle y und 8 an der Stelle ry 
definiert sind. Dann kann man setzen 


0 def 3 
def» = aah (5.9) 
Die weitere Analyse ergibt fiir (5.10a) die Mittelkomponente von def 3 = 2 S — + div $ und 
fiir (5.10b) die Mittelkomponente von def» = = ae = divy. | 


Ks soll also in Zukunft die Mittelkomponente durch die entsprechende Divergenz ausgedriickt 
werden. Weiter soll der Deviator der Deformatoren mit dem Index Null bei def gekennzeichnet 
werden, also def)3 und defybv. 


6. Grundannahmen zur Entwicklung der Stoffgesetze. Die Stoffgesetze werden Beziehungen 
zwischen den Tensoren der Spannung und Verformung sein. Aus dem letzten Abschnitt haben 
wir ersehen, da® der urspriingliche Deformator der der Geschwindigkeit ist. Man kann auf ihn 
die weiteren Deformatoren aufbauen. So gibt (5.9) eine Méglichkeit aus dem Verzerrungs- 
geschwindigkeitsdeformator die Verschiebung zu ermitteln. Diese Gleichung 1aBt auch die hier 
herrschende Schwierigkeit erkennen, da man ja zur Lésung von (5.9) eine Annahme iiber die 
Anfangsbedingung machen mu8 und diese sich nicht immer eindeutig machen laBt. 

Man muf weiter annehmen, daf die Beziehungen zwischen dem Spannungs- und Defor- 
mationsgeschwindigkeitstensor keine einfachen sein werden, sondern in Form einer Differential- 
gleichung dieser Tensoren zu geben sind. In dieser Relation werden also auch die Ableitungen 
ersten und eventuell auch héheren Grades nach der Zeit der beiden Tensoren vorkommen, denn 
bereits die einfachen empirisch ermittelten Stoffgesetze zwingen zu dieser Annahme. Zu dieser 
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von Fromm zuerst genauer prazisierten Formulierung miissen wir wieder mit Fromm voraus- 
setzen, da} die Tensorableitungen nach der Zeit auf ein sich mit dem Stoffteilchen bewegendes 
und drehendes Koordinatensystem zu beziehen sind. 


Die Translation des Koordinatensystems wird auch sonst bei der Dynamik strémender Stoffe 
vorausgesetzt. Die Beriicksichtigung der Drehung des Koordinatensystems ist erforderlich, weil 
vorausgesetzt wurde, daf der antimetrische Drehungstensor nichts zum Spannungstensor bei- 
tragt. Vom Differentialteilchen aus gesehen, passiert bei einer reinen Translation- und Dreh- 
geschwindigkeit nichts von Bedeutung. Deshalb ist auch bei dieser Betrachtungsweise das mit 
der Translationsgeschwindigkeit » und der Rotationsgeschwindigkeit 1/2 Rot » sich bewegende 
Koordinatensystem das rechte Bezugssystem. Diese Erérterung bekraftigt nachdriicklich den 
hier vertretenen Standpunkt, da8 nicht der Verzerrungs- sondern der Verzerrungsgeschwindig- 
keitstensor der unserer Betrachtungsweise angemessene Ausgangstensor ist, da er in unmittel- 
barer Beziehung zur Translations- und Rotationsgeschwindigkeit steht. 


Es soll vereinbart werden, daB der Deformator aus dem Verschiebungsvektorfeld entwickelt 
mit © bezeichnet werden soll. 1/2 © ist also mit dem Verzerrungstensor identisch. Wir setzen 
demnach 


WetaS a Oie——ne mC aCe (6.1) 


Weiter soll festgesetzt werden, da partielle Ableitungen nach der Zeit durch Punkte itber dem 
Buchstaben angedeutet werden. Nach dieser Vereinbarung erhalten wir: 


defy = G= Canlenene (6.2) 
Fiir die Komponenten von € und © gelten also die Ausdriicke: 
Os 40s ; Ay. Oe 
ie | und ex B Geta) . (6.3) 
a a 


Bei Isotropie des Stoffes, die hier stets vorausgesetzt werden soll, ist auch der Verzerrungs- 
geschwindigkeitstensor ein Kugeltensor, wenn der Spannungstensor ein Kugeltensor ist, wie man 

pereits aus der Anschauung ersieht. Dies ergibt sich auch aus (1.2). Haben die Tensoren Kugel- 
form, so ist nach dem Ausgefithrten die Gestaltsanderung des Stoffes gleich Null. 


Nach diesen Ausfiihrungen liegt es nahe — und alle bekannten und erprobten Stoffgesetze 
sprechen dafiir —, daf man die Stofftensorrelationen trennen kann. In der ersten Relation 
kommen nur die Kugeltensoren vor, bei denen eine Rotation des Koordinatensystems ohne EinfluB 
fiir die Ableitung nach der Zeit ist. In der zweiten Relation kommen nur die Deviatoren vor. 

Diese Forderung ist weitergehend als die von Fromm getroffene Annahme, gemaf der bei nur 
zwei vom Gesetz erfaBten Tensoren diese auBer koachsial auch ahnlich sind, so daB die Deviator- 
arten gleich sind, und die dimensionslose GréBe der Form keinen Einflu8B auf die Intensitaten 
hat. Nur beilinearen und homogenen Beziehungen fihren sie zu gleichen Ergebnissen. AuBerdem 
erlaubt die hier vertretene Auffassung eine leichte Fassung der GesetzmaBigkeit, wenn mehr als 
zwei TensorgréBen vom Gesetz erfaBt werden. In der Frommschen Fassung geht man von je 
einer TensorgréBe der Spannung und Verformung aus und gewinnt die anderen Stoffgesetze, zu 

deren Formulierung mehr GréSen erforderlich sind, durch Uberlagerung von Stoffgesetzen mit 
zwei Beziehungstensoren. Dieser Proze scheint aber umstandlicher zu sein, wenn er auch bei 
vielen Stoffgesetzen zum gleichen Ergebnis fiihrt. — Die Frommsche Methode ist eine synthe- 
; tische, denn hier werden aus einzelnen bekannten Stoffgesetzen kompliziertere und weiter- 
) reichende aufgebaut. Bei dem hier eingeschlagenen Weg werden die bekannten Stoffgesetze als 
Sonderfalle eines alles umfassenden Stoffgesetzes erhalten. 


7. Die Kugeltensorrelation. Bei der Kugeltensorrelation — und auch bei der im nachsten 
| Abschnitt zu behandelnden Deviatorrelation — soll vorausgesetzt werden, daf der EinfluB 
der zweiten Ableitung des Spannungstensors und des Verzerrungsgeschwindigkeitstensors von 
 untergeordneter Bedeutung fiir das Stoffgesetz sind und daher vernachlassigt werden kénnen. 
- Daher werden die Tensordifferentialgleichungen ersten Grades in bezug auf die Zeit als unab- 
. hangige Variable sein. 

Bei der Kugeltensorrelation soll sogar die erste Ableitung des Verzerrungsgeschwindigkeits- 
tensors vernachlassigt werden. Dies steht mit keinem der bis heute erprobten Stoffgesetze im 
i Widerspruch. Da der Kugeltensor nur von einer GréBe abhingt, kann man die Kugeltensor- 
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relation auch ansetzen (eé ist die Mittelkomponente von ) zu 

R(e, p, p)= 90. (ie) 
Nun kann man die Funktion (7.1) nach der Mac-Laurin-Reihe entwickeln. Bricht man diese 
Reihe nach den linearen Gliedern ab und trifft man eine zweckmabige Wahl fiir die zwei Kon- 
stanten, die die Verhaltnisse der Ableitungen an der Stelle Null ausdriicken, so erhalt man die 


bekannte Formel 


ganna (7.2) | 


ey oer eae 


K ist die Kompressionsmodul und ¢ der Kompressionszahigkeitswert. p/¢ wird gewoéhnlich als | 


vernachlassigbar klein gegeniiber p/K angenommen. So erhalten wir schlieBlich 


ees nd 
ane bzw. Ciara (7.3) 


Die Beziehung (7.3) kann fiir alle Stoffe angenommen werden, so dafB man hier die bekannte | 


recht einfache Beziehung hat. 
Unter Beachtung von (5.10) und (6.1), (6.2) 1aBt sich (7.3) auch darstellen in der Form 
é __ pp ; rh 2 
div») = K bzw. div 3 == K° (7.4) 


Aus der letzten Gleichung erhalt man mit (K — 00) die bekannte Kontinuitatsgleichung inkom- 
pressibler Fliissigkeiten div » = 0. 


8. Die Deviatorrelation, Die totalen Ableitungen nach der Zeit in sich bewegendem und | 


drehendem Koordinatensystem sollen mit einem kleinen Kreis iiber dem Buchstaben angedeutet 
werden. Die Deviatorrelation kann angesetzt werden zu 


R (Ro > Bo» Gao G,)=0. (8.1) 


Diese Differentialgleichung kann man wieder nach Mac Laurin entwickeln. Es wird wohl meist 
erforderlich sein, die Entwicklung nach dem linearen Glied abzubrechen, da sonst der Rechen- 
aufwand zu groB ist. Nur wird man bei stark beanspruchten Stoffen nicht immer damit aus- 
kommen. Zeigen doch manche Stoffe im schwachbeanspruchten Zustand einen ganz anderen 
Charakter wie beim starker Beanspruchung. Man kénnte allerdings versuchen bei solchen 
Stoffen die Taylor-Entwicklung anzusetzen. Wahlt man den Ausgangspunkt dieser Entwicklung 
in der Nahe der vorhandenen Beanspruchungen, so wird man mit den linearen Gliedern aus- 
kommen. Auf diese Art kénnte man auch die Vorgeschichte des Stoffes beriicksichtigen. Doch 
sind hier manche Schwierigkeiten zu iiberwinden. Wir wollen uns auf schwach beanspruchte 
Stoffe beschranken. Selbstverstandlich gibt es auch Stoffe, bei denen auch bei héherer Bean- 
spruchung die Entwicklung von Mac Laurin mit Abbruch nach den linearen Gliedern méglich 
ist, wie gewisse Fliissigkeiten. Es wird aus (8.1), wenn man R (0, 0, 0, 0) weglaBt, da es Null ist 


Fat (Fale (56) 66+ Ge) Gort (om), Be Bt =e 


Die Ableitungen nach den Tensoren an der Stelle Null sind Konstanten und die eventuell auf- 
tretenden héheren Produkte von Tensoren zweiter Stufe sind wieder Tensoren derselben Stufe, 
so daf rein auferlich diese Entwicklung nicht zum Widerspruch fiihrt. Hier sollen aber nur die 
linearen Glieder beriicksichtigt werden. Die Konstanten sind so gewahlt, da® sich aus dem 
allgemeinen Gesetz die anderen bekannten Stoffgesetze als Spezialfalle entwickeln lassen. So 
sollen sie entsprechend der Gleichung 


. ce 1 1 ° 
G+ Tf. Co= = Bot | Po (8.2) 


getroffen werden. In (8.2) hat @ die Dimension einer Spannung und kann als Schubmodul 
gedeutet werden. 7 hat die Dimension der Zahigkeit und kann daher auch als solche aufgefaBt 
werden; T', hat die Dimension der Zeit und kann als Relaxationszeit angesehen werden, genau 
so wie 7/G, das deshalb auch 


) 
Bice, (8.3) 


geschrieben werden soll. 
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In (8.2) miissen die Deviatoren ©, und By nach (4.1) entwickelt werden. Man erhalt 


S a6, . : 

C= Se+ - grad €,-+ [Gy; tv], (8.4a) 
5 0 0 X 

iy = GPP v- grad By + [ys 1]. (8.4b) 


Die Vektorprodukte miissen nach (1.2) berechnet werden. 
Nun sollen aus (8.2) durch Grenziiberginge bekannte Stoffgesetze entwickelt werden. Setzt 
man T,—>0 und G—>o, so erhalt man das Newtonsche Stoffgesetz 


ne 1 
= + Po - (8.5a) 


Setzt man T,—> 0 und 7—> ~, so erhalt man ein Stoffgesetz strémender reinelastischer 


Stoffe 


C= | Bo- (8.5b) 


Nimmt man bei den letzten Annahmen noch einen statischen Zustand an, d.h. setzt man »—>0 
und damit ty—>0, so erhalt man das Hookesche Stoffgesetz 

% 1 

Eo = e Bo - (8.5c) 


Mit nur T,—>0 erhalt man das Maxwell-Frommsche Stoffgesetz 


. 1 1 ° 
Data G Po: (8.5d) 


Die Anfange des letzten Gesetzes gehen auf Maxwell zuriick, der in einer nur zweidimen- 
sionalen, noch nicht tensoriellen Darstellung und unter Vernachlassigung der Drehung des Stoff- 
teilchens dieses Gesetz aus der Vorstellung entwickelte, daB durch Relaxation die Spannung 
gegen einem elastischen Anteil abnimmt. Fromm} gab diesem Gesetz die scharfe Formulierung 
von (8.5d) und deutete es als eine Uberlagerung Newtonscher Zahigkeit mit Hookescher Elasti- 
zitat. 

Aus (8.2) kann man noch ein weiteres Gesetz gewinnen, das im Prinzip auch auf Fromm? 
zuriickgeht, und das er durch synthetische Uberlagerung von elastischen und plastischen Ver- 
zerrungen gewann. Setzt man nur 7—> ©, so folgt 


y= 6G, Ne &, mit Clam, « (8.5e) 


Ein letztes spezielles Stoffgesetz, bei dem Deformationsgeschwindigkeits- und Deformations- 
beschleunigungstensor Beitrége zum Spannungstensor liefern, erhalt man durch Setzen von 
G— oo: 


Bo =n (Co+ T. &) - (8.5f) 


Ill, Wellen in zihelastischen, isotropen Stoffen, 


9, Die Wellengleichung. Das Grundgleichungssystem zahelastischer Stoffe ist: 


Kontinuitatsgleichung: div poe 0, (9.1) 
dynamische Grundgleichung: 4 y+ grad vp =~ div ®8-+-g, (5.3) 
| div 3=4, (7.4) 

Stoffgleichungen: ) ; ' $9 
Go T.G.=— Bot E Po- ee) 


1 H. Fromm, Z. angew. Math. Mech. 28 (1948), 5. 43. 
2 H. Fromm, Ing.-Arch. 4 (1933), S. 432. 


| 
| 
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Die dynamische Grundgleichung kann mit den Stoffgleichungen so zusammengefaBt werden, | 
daB man nur die Materialkonstanten und die Verschiebungen mit ihren Ableitungen erhalt. Dies | 
ist die Ausgangsgleichung zur Behandlung der Wellen. Diese Differentialgleichung des Stré-| 


mungs- bzw. Verschiebungszustandes erfaBt mit der Kontinuitatsgleichung die Strémung voll- 
standig. Diese Umformung soll hier nicht allgemeingiiltig durchgefiihrt werden, sondern es 


sollen die Vernachlassigungen getroffen werden, die fiir die Behandlung der Wellen in zah- | 


elastischen Medien zulassig sind. Da bei den Wellen die Spannungs- und Geschwindigkeits- 


ainderungen gering sind, kénnen die Produkte dieser vernachlassigt werden. Daher sollen zuerst 


in (8.2) die totalen Ableitungen durch die partiellen ersetzt werden, da der dadurch entstehende | 
Fehler nur von der GréSenordnung der Produkte der Geschwindigkeit und Spannung und ihren | 
Ableitungen ist. Man erkennt, da diese Vereinfachung bei Newtonschen und Hookeschen Stoffen | 


zu keiner Vernachlassigung fiihrt und die Formeln daher fiir diese Stoffe exakt werden. Weiter | 


soll das Produkt »-+ grad p in (5.3) aus demselben Grunde vernachlassigt werden. 


Unter Beriicksichtigung der vorhergehenden Ausfiihrungen bilde man nun die Divergenz | 


auf (8.2) Man erhalt 
Nee Cerne Re 1S sey i @ : 
div 6+ T. 5 div@=— div B+ oe" 5, (aiv Bo): (9.2) 


In (9.2) sind div G, und div %, umzuformen. Es ist zuerst unter Beriicksichtigung von (2.3) 


und (3.10) und (6.2) 
div © = div (def ») — grad (e). 


Wendet man auf diese Formel noch (3.9) und (5.10b) an, so erhalt man schlieBlich 
div 6) =Av ++ grad (div »). (9.3) 


Weiter ist div , = div 38 — div (pS) = div J — grad (p). 
Verwendet man noch (5.3) und vernachlassigt hier p+ (grad ») und q, so erhalt man 


div 8,= 0 Cae grad (p). (9.4) | 


Setzt man in (9.2) die Formeln (9.3) und (9.4) ein, so erhalt man nach einigen Umfor- © 


mungen unter Beachtung von (7.4) und (8.3) 
a8 8 ih G23 WIE X@- e 28 


per on ae 0 Aaet 0 ape 30 

K/G OS K ; (37 
+ alas 1 grad (aiv 2) ae To grad (aiv 3) | 

Dies ist die Wellengieichung zahelastischer Stoffe. 


10. Allgemeine Lésung der Wellengleichung. a) Die Gleichungen der Planwellen. Tritt 


in einem Medium ein Stérungszentrum auf, so wird sich diese Stérung in Form von Kugelwellen | 


nach allen Richtungen ausbreiten. In gréBerer Entfernung vom Stérungszentrum aber kann 
man einen Bereich der Wellen als Planwellen ansehen. 


Die Fortpflanzungsrichtung der Wellen sei die positive x,-Achse. Dadurch werden bei den | 


hier zu untersuchenden Planwellen die Ableitungen nach x, und x, Null. Unter diesen Voraus- 
setzungen erhdlt man 
02 Sa 0?Sa 


As = axe GC, wel grad (div 3) = Oa €;- 


(10.1) 


Setzt man (10.1) in die Wellengleichung (9.5) ein, so zerfallt diese Vektorgleichung in die drei 
Gleichungen mit den Richtungen e,. Die Welle in der Fortpflanzungsrichtung e, ist also eine 
Longitudinalwelle, die Wellen in den Richtungen e, und e, sind Transversalwellen und haben 
bis auf den Index dieselben Gleichungen. Da die Frequenz und Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
der hier auftretenden Wellen gleich groB sind, werden die Lésungen bis auf die Phase gleich 
sein. Daher geniigt es im folgenden nur eine Transversalwelle zu untersuchen. Wir wahlen die 
in Richtung e,. 

Zusammengefafit, haben wir also eine Longitudinalwelle in Richtung e, und eine Transversal- 
welle in Richtung e,. Uber die physikalische Bedeutung der beiden Wellen gibt uns folgende 
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etrachtung nahere Kunde. Unter Verwendung von (3.7) bis (3.9) erhalt man 
A$ = grad (div 8) + div (Rot 8). (10.2) 
US (10.2) erkennt man mit (10.1), da8 zur Longitudinalwelle nur die Operatoren von div 8 und 
wren zeitlichen Ableitungen beitragen. Nun ist die Divergenz von 3 proportional p. Die Longi- 
udinalwelle ist eine Druckwelle, so da® man sie auch als Kompressionswelle ansehen kann. 
Ebenso erkennt man, daB die Transversalwelle durch Operatoren des Rotors von 8 und seinen 
eitlichen Ableitungen dargestellt wird. Demnach ist die Transversalwelle eine reine Dreh- oder 
cherungswelle. Somit zerfallt die Wellengleichung fir Planwellen in die Kompressions- 
der Longitudinalwelle 
Os, , 1s, 47--G od4s, | K/4G 03s IS GES 
Gi, oT 0. 30 dxdt ' @ (Fx ae i PET Te aa Co8) 


nd die Scherungs- oder Transversalwelle 
@s, , los, TeG Os, | GC Ms, 
Or Taio @ Oxfct |" 00a? 
fan erkennt aus (10.3a) und (10.3b), daB beide Wellen gedaimpft sind. 


b) Die Kompressionswelle. Zur Lésung der Differentialgleichung der Kompressionswelle 
nacht man den Ansatz fiir gediampfte Wellen 


dys ia(t—) 
SA, e ie 


(10.3b) 


(10.4) 


Hier ist d, die Dampfung, a die Kreisfrequenz und », die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der 
Kompressionswelle. Setzt man (10.4) in (10.3a) ein, so erhalt man zur Bestimmung von 4d, 
ind v, die zwei Gleichungen 


K d, ANG mee GNC ony 3, 
all ae RTT.) K(1 ! sK)\ a lt x20, 

K 4 ,G ae 1G Noes. Conidae 
tls RTT) (a at) K(1+ 3K) cae © pes O. 


Es ist zweckmiafig, die Gleichungen nicht vollstandig aufzulésen, sondern die Lésung so anzu- 
zeben: 


a2 r a2 
a — di = Ge» d, = av, D (10.5) 
mit 
K (l—e,)? + (1+ 4)? 0? T? 
yee 2 
=e C-a titer Gee 
and 
eel (e, + &)oT 10.5b 
D— 7K e238 tote (10.2b) 
und den Werten 
4G 4G 
= ok und fe=sK hated Cad bra (10.5c) 
c) Die Scherungswelle. Man setze wieder als Lésung an 
—d.xy i aes 
s*1 a ( | (10.6) 


$=14.6 e 


Hier wird also die Dampfung mit d, und die Fortpflanzungsgeschwindigkeit mit v, bezeichnet. 
Die Kreisfrequenz kann wieder mit « bezeichnet werden, da diese nur von der Erregerfrequenz 
ibhangt und mit dieser identisch ist. Setzt man (10.6) in (10.3b) ein, so erhalt man die Be- 
;timmungsgleichungen fiir d, und »,. 


CaF) eta 00" 
v s 


s 


2 
) 
C s 


. 4 2 ds 1 
GT. (a: a) + GA =e 
19 
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Wieder ist es nicht zweckmiafig, die Gleichungen nach v, und d, aufzulésen, sondern die Liésung | 


in der nachstehenden Form anzugeben: 
a2 qi ee ao (T — Te) (10.7a) 
v? : n (1+.4?T?) ; 
__ UsQ lt+aTaT. (10.7b) 
<= Tart 


11. Diskussion der Wellengleichung-Lésungen, a) Analyse der Kompressionswelle. 


Es sollen Maxwell-Frommsche Stoffe (8.5d) behandelt werden. Bei diesen wird T,—>0, 


d. h. in (10.5a) und (10.5b) wird e, Null. Zuerst soll die Annahme a T> 1 untersucht werden. | 


Unter dieser Vorraussetzung wird nach (10.5a) und (10.5b) 


K 4G _2 0 3K 
=F (1+FR| und eee ae 
(1 +3x) al 


Setzt man diese Werte in (10.5) ein und beachtet, daB 4G/3 K stets kleiner als eins und « T sehr 


viel gréBer als eins ist, so findet man, da® dj neben «?/vg vernachlassigt werden kann (10.5). | 


Damit wird v,— C. So erhalt man 


aR 16 Wen, en a | 
UK Vase \ioeceimere (11.1a) | 
2 / 5 
Dabei ist 4 die Poissonsche Zahl, definiert durch © = 5 oat . Ferner ist 


2 G/K 


eds (1 + 46/3 K)v,T 


Bei Hookeschen Stoffen wird T unendlich groB. Damit wird fiir diese Stoffgruppe die Damp- | 
fung Null und die Fortpflanzungsgeschwindigkeit kann nach (11.1a) berechnet werden, was mit | 
der Theorie iibereinstimmt. Selbstverstandlich ist das Gesetz von Hooke nur ein Grenzgesetz | 


und (11.1) gibt uns die Méglichkeit, die Dampfung fester Stoffe zu berechnen, bei denen die hohe 
Relaxationszeit bekannt ist. Bei Glas gelten die Werte 
T= 100 sec, “G/K 220,65 "Ki 3,3 10? Pond/em=~ 


Mit diesen Werten erhalt man fiir Glas 
1 
dh. Glas = 750 km * 


Also wiirde erst in 750 km Entfernung die Amplitude der Kompressionswelle in Glas auf 30% 
abnehmen. 


Vk Clas = 5000 m/sec und (11.2) 


In Flissigkeiten ist bei Maxwell-Frommschen Medien 4G/3 K neben eins vernachlassigbar. | 


u=|/*, d Da as SS (11.3) | 


Man erhalt dann 


be Sop i Te 3 vi no 


Fiir v, erhalt man die bekannte Formel fiir Fliissigkeiten. Die Dampfung d, hangt vom Schub- | 


modul G der Fliissigkeiten, deren Wert bis jetzt noch nicht mit Sicherheit festgestellt ist. Bei 
Wasser von 20° C ist K = 2-107 Pond/cm? und 7 = 10-5 Pond : sec/em?. Man erhalt 


d = 1 sec? 
besser = 178 101? kit a 


Daim Wasser die Dampfung als gering festgestellt ist, kann man sagen, daB hier die Relaxations- 


Vk Wasser — 1430 m/sec und 


zeit T’nicht zu gering sein kann, wenn Wasser eine Maxwellsche Fliissigkeit ist. Liegt die Dimp- | 


fung bei d, = 1/430km, so ist T—10-6. Diese Werte kénnen richtig sein. Man muB aber 
beachten, daB die Nebenbedingung « TS 1 erfiillt sein muB, so daB man mit Ultraschall von 
iiber 10° Hertz arbeiten mu8. Man erkennt die Schwierigkeiten zur Abschatzung des Schub- 
moduls des Wassers. 

Nun soll die Annahme xT <1 mit T,—0 betrachtet werden. Obige Bedingung ist im 
wesentlichen das Kriterium fiir Newtonsche Fliissigkeiten. Man erhalt aus (11.1) 


mys el 11s 
a. ) d= 3 K», e ( ) 


(11.1) | 


(11.4) | 
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Dies sind die bekannten Formeln fiir Newtonsche Flissigkeiten wieder. v, stimmt mit der Formel 
fiir Maxwell-Frommsche Fliissigkeiten iiberein. Dagegen nimmt hier die Dampfung quadratisch 
mit der Frequenz zu. Sie bleibt allerdings auch hier noch sehr gering. Im vorher untersuchtem 
Falle ist die Dampfung frequenzunabhangig. 

Ahnlich kann man auch bei weiteren Stoffen vorgehen. Es soll aber hier nicht durchgefiihrt 
werden, da sich die Fortpflanzungsgeschwindigkeit kaum von den bisherigen Formeln andert, 
wahrend die Dampfung auch hier bei sehr kleinen und kaum mefbaren Werten liegen wird. 

Zusammenfassend kann man sagen, daf bei fast allen Stoffen die Kompressionswellen- 
geschwindigkeit nach (11.3) bzw. (11.5) berechnet werden kann — nur bei ausgesprochenen 
Hookeschen Stoffen liegt sie um 20 bis 25%, héher — und daB die Dimpfung sehr gering und nur 
schwer feststellbar ist. 

b) Analyse der Scherungswelle. Die Auswertung der Gleichungen (10.7) fiir Maxwell- 
Frommsche Stoffe mit den Bedingungen aTS1 und T,— 0 ergibt 

WS ee WK 1 1/ e@ 1 
| a Vo= pec. (11.6) 
Man erhalt also fiir v, die bekannte Formel fiir Hookesche Stoffe, die demnach allgemein fiir 
Maxwell-Frommsche Stoffe gilt. Ebenso erhalt man, daB die Dampfung der Scherungswelle 
reiner Hookescher Stoffe Null ist, da bei diesen 7—> oo gebt. Fiir Glas erhadlt man 


il 


ds Glas = 500 lan * (IE 7) 


Bei Glas also liegt die Dampfung in der Gré®enordnung der Dampfung der Kompressionswelle. 
Bei Fliissigkeiten wird wegen der geringen Zahigkeit die Dampfung betrachtlich. Fiir Wasser 


von 20° wird die Relaxationszeit kleiner als 10-2 sec sein. Damit erhalt man 


I 
<=... 
Wasser = 0.02 cm 


d, (11.8) 
Es ist also nach bereits zwei mm die Amplitude der Scherungswelle nur noch 0,005% von der 
der urspriinglichen Gréfe. Damit ist gezeigt, daB sich in Maxwellschen Fliissigkeiten keine 
Scherungswellen ausbilden kénnen. Man konnte sie also auch nicht beobachten. 


Bei Newtonschen Fliissigkeiten, d.h. aT <1 wird 


as pal el oe 11.9 
w=2at, a=Ve. (11.9) 
Die GréBen v, und d, hangen nicht mehr von G ab. Dies muB bei Newtonschen Fliissigkeiten 
der Fall sein. Im Pond-cm-sec-System ist 7/0 gréBenordnungsmaBig bei eins. Es wird dann 


d, Ya/2 1/em , v, & j2« cm/sec. (11.10) 


Damit ist v, sehr klein und man kann a nicht klein genug wahlen, um mefbare d,-Werte zu 
erhalten. Es ist damit bewiesen, daB sowohl in Maxwellschen als auch Newtonschen Fliissigkeiten 
_kaum Scherungswellen auftreten kénnen. 


12, Zusammenfassung, Mit Hilfe des Tensorkalkiils wird ein sehr allgemeiner Ansatz fiir 
ein Stoffgesetz zahelastischer, isotroper Medien gemacht, in dem die bekannten Stoffgesetze als 
| Sonderfalle enthalten sind. Naher behandelt wird die linearisierte Form der Tensorrelation. 
| Die Wellengleichung zihelastischer Stoffe wird entwickelt und fiir Planwellen weiter be- 
handelt. Die Scherungs- und Kompressionswelle werden diskutiert. 


(Eingegangen am 10. Januar 1951.) 
Anschrift des Verfassers: Dr. E. Pieruschka, Kassel-Wilhelmshéhe, Bergstr. 15. 


19* 


282 Miller: Langsbewegung eines Rotationskérpers in der Fliissigkeit. Ingenieur-Archiv 


Lingsbewegung eines Rotationskérpers in der Fliissigkeit. 
Von W. Miiller. 


1, Einleitung. Man erhalt bekanntlich geschlossene Rotationskérper mit dem momentaren 
Geschwindigkeitsfeld in der umgebenden Fliissigkeit, wenn man auf der Achse eine gewisse Ver- 
teilung von Quellen und Senken so annimmt, daf die Gesamtergiebigkeit langs der Belegungs- 
strecke verschwindet. Bei der Wahl der Quellsenkenanordnung hat man sich zundchst im An- 
schlu8 an die bekannte Arbeit von Fuhrmann' beschrankt auf eine Zusammensetzung von ein- 
fachen Quell- und Senkenelementen, vor allem Quell- und Senkenpunkten, Quell- und Senken- 
strecken mit konstanter oder linear verdnderlicher Starke — ich werde diese Formen kurz als 
lineare (bzw. quadratische) Quell- oder Senkenkeile bezeichnen —, die meist in unstetiger Weise 
aneinander angeschlossen werden. Um einen méglichst gleichmaBigen Druckverlauf zu erhalten, 
empfiehlt es sich, wie die Priifung ergibt, als Quellsenkenverteilung eine stetige Funktion zu 
Grunde zu legen, deren Ableitungen sich auch stetig verhalten. Der wesentliche Vorteil dieser 
Voraussetzung, insbesondere bei rational-ganzen Funktionen, spricht sich darin aus, daB die 
mathematische Behandlung sich wesentlich eleganter und iibersichtlicher gestaltet als bei dem 
Fuhrmannschen Verfahren, wenn man gleichzeitig Ellipsoid-Koordinaten und bei der weiteren 
Ausgestaltung der Rechnung Kugelfunktionen verwendet, nach denen alle Ausdriicke zudem in 
endlicher Form entwickelbar sind. Eine méglichst genaue Tabulierung dieser Funktionengruppe 
wiirde geniigen, um ohne Schwierigkeit z. B. bei gegebener Kérperbegrenzung, selbst fiir den 
Fall einer sehr allgemeinen Bewegung alle Strémungsdaten, z. B. auch die Druckverteilung langs 
der Oberflache mit beliebiger Genauigkeit berechnen zu kénnen. Es soll zuniachst die Methode 
an dem Fall der Lingsbewegung entwickelt werden. 


I, Allgemeine Grundlagen. 
2, Die Grundfunktionen der Bewegung. Die Bewegung des Kérpers mige abgeleitet werden 


aus einer Quellsenkenverteilung f(t) langs einer auf der Achse gelegenen, von t= —1 bis t= +1 
reichenden Strecke. Es ergibt sich das Potential der Absoluthewegung der Fliissigkeit 
41 
ee I OE 
hee i | EE (1) 
at 


wo r=] (x— t)2?-1 72 au setzen und x die achsiale und 7 die radiale Koordinate bedeutet- 
Wenn man den Winkel # zwischen der Achsenrichtung und dem Fahrstrahl vom Punkt x= t 
der Grundstrecke nach dem Aufpunkt (x, 7) einfiihrt, so wird 


sin? N 


2 
i A, | f(x—netg#) dd 
eM (2) 
i 
wobei die sog. ,,SchlieBungsbedingung“‘ 


Jf f@de=0 (3) 


als erfiillt gelten soll. Das Integral (2) laBt sich, wenn f(t) eine ganze rationale Funktion ist, 
stets in geschlossener Form ausfiihren. 


1G, Fuhrmann, Theoret. u. experiment. Untersuchung an Ballonmodellen. Géttinger Diss. 1911. — 
Th, v. Karman, Berechnung der Druckverteilung an Luftschiffkérpern, Abhandlungen aus dem aerodyn. 
Institut Aachen, Heft 6, S. 3. Berlin 1927, — J. Lotz, Ing.-Arch. 11 (1931), S. 507. — M. Munk, The aero- 
dynamic forces on airship hulls, N. A. C. A., Techn. Rep. 184, Ann. Rep. 9 (1923 u. 1924), S. 453. — W. Fr. 
Durand, Aerodynamic Theory, Bd. 1, S. 277. Berlin 1934; Bd. VI, S. 32. Berlin 1936; Handbuch der Ex- 
perimentalphysik (W. Wien, F. Harms), Bd. 1V, 3. Teil, S. 164. 186 (W. Klemperer). Leipzig 1930. — 
H, Multhopp, Luftfahrtforschg. 18 (1934), S.52. — W. Miiller, Mathemat. Strémungslehre, S, 60—77. 
Berlin 1928; Ing.-Arch, 14 (1944), S. 332; Ing.-Arch. 18 (1950), S. 338. — W. Miiller u. Fr. Eser, Zur Theorie 
der Str6mung um rotationsasymmetrische Rumpfkérper, Bericht der Messerschmitt-Werke, 1944, 
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Wir fiihren nun zweckmafigerweise Ellipsoid-Koordinaten ¢, ein, die mit x, 7 durch die 
Gleichungen 


ee 1) fe) (al, fl) 4) 
verbunden sind !. Fiir die Potentialfunktion ® und die Stromfunktion, Y der Absolutstrémung 
gelten dann die Beziehungen ” 


Oe ee 9, OP Ors. 2 a®@ 
ae aes One” Dike (C 1) ae (5) 


Es ist ferner bekannt, da® die Potentialfunktion im AuBengebiet durch eine Summe von Pro- 
dukten der Legendreschen Kugelfunktionen erster und zweiter Art, P,() und Q,(C), d. h. in der 


Form 
P= — FD %P,(W)Q,(0) (6) 


darstellbar ist!. Wenn wir noch die zugeordneten und die neu eingefiihrten tiberstrichenen 
Funktionen, d.h. P?, Q!, P,, Q,; verwenden, die mit P, und Q, durch die Beziehungen 2 


- Py / ye | Q 
Pi ee ee) Ores oe (7) 
ca cea oS Sasa 
verkniipft sind, so laBt sich die Stromfunktion auch in der folgenden Weise darstellen: 
awe ay ae iy oe Oy iyqil A 2 Xy if 
ae 27 v(v + 1) Eee = aa erat 1) P,Q on! Dy v(y + 1) P,Q, (8) 
wobei noch die Formeln zu beachten sind 
dP, dQ, 
re = —p(v+1)P,, am y(v+ 1)Q,. (9) 
Da die Stromfunktion fiir die Parallelstrémung mit der Geschwindigkeit v, in der negativen 
_x-Richtung die Form Y= = v, 77 hat, so ergibt sich als Stromfunktion der Relativstré6mung 
? A ay , , 1 
be ed fia aan P, (u)Q,(0) — = 1 4° = konst = ¢, (10) 


und damit erhalten wir mit c= 0 die Gleichung der Meridiankontur des Drehkérpers in der 
Gestalt 


+ Pings 1) P,(u)Q,(C) + 1=0, (11) 


die wir in besonderen Fallen weiter auswerten werden. 


3, Die Berechnung der Geschwindigkeiten. Um die absoluten Geschwindigkeitskomponenten 


gu ermitteln, gehen wir aus von den Gleichungen 


aD aD 
) ae a 2 
) TES = Bn Ue 
| Benutzen wir zur Reduktion auf Ellipsoidkoordinaten die Formeln 
df we? — 1) ou _ o(1 — p#?*) 
dx C—p ’ dx C2 — pe?” (13) 
pis ae Lets Ae 
on SP 01 C2 pe’ 


1 Zur praktischen Berechnung ist es vorteilhaft ¢ = ©08y, = cosd zu setzen, Dann wird 
x= Co8ycosd, 4 = Ginysind. 
2 Vel. H. Lamb, Lehrbuch der Hydrodynamik, dtsch, v. E, Helly, 2. Aufl. herausg. von v. Mises, S. 152f., 


Leipzig 1931. 
3 Fiir die weiteren spater verwendeten Formeln verweisen wir auf W. Magnus u. Fr. Oberhettinger, For- 


. meln und Sitze fiir die speziellen Funktionen der mathematischen Physik, S. 49ff., Berlin 1943 und E. Made- 
lung, Die mathematischen Hilfsmittel des Physikers. Berlin-Géttingen-Heidelberg 1950. 
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so erhalten wir 


a@ 1 ov av 
2 = ak 
[HODGE Fi] = ae (ae ae) | 
77] Ge ae 
ma arae in) eit = ie Vio 0g 

Mit Hilfe von (7) und (9) und der Beziehungen 

dQ, " 

Pr) Pl—2uP,, = —C—Ne— 2; (15) 

ergeben sich durch eine einfache Rechnung die Ausdriicke 


—. A 7? " UT AVON A ae BXG 
(2 On (Cp) agoca one He pmo om 


16) | 
’ An >: Y / / > ( 
EN = F(t) - Xy (CP,Q,— 2 P,Q,) = = gaa aa LL?) a, Y, v | 


in denen auch statt der Kugelfunktionen und ihrer Ableitungen auch die zugeordneten oder | 


iiberstrichenen Funktionen eingefiihrt werden kénnen. 


Zwischen den auftretenden Funktionen X, und Y, besteht, wie man leicht feststellt, die | 


Differentialbeziehung 
_ &Y, (Cu) 


ive es ae 0; Pe 
Ferner erhalten wir mit T, = r Gent) und S, C= ioe die Rekursionsformeln | 

A= X,.,2— (27 =1) C=) 8.43. %,22 5 eo) eee (18) |} 
Man kann auch statt P und Q und ihren Ableitungen die zugeordneten oder die iiberstrichenen | 
Funktionen seat So erhalt man z. B. mit T= —y? T, 

ACP y—1 Q, ar - 2, Q,-1) ) | | 
il ae y— a (19) 
anes IPO, 2 Sarg 3 P,10,)— (als 


Aus dem Quadrat v’? — ip v, der Lancepee ae tou und dem Staudruck p, berechnet || 


sich der Druckverlauf p= p, ( eae “| lings der Oberflache. 


4, Zusammenhang zwischen den Grundfunktionen ® und Y und der erzeugenden Quellsenken- | 


verteilung f(t), Unter der Voraussetzung der Darstellbarkeit (6) wollen wir die Annahme machen, 


daB der Punkt Cu sehr nahe der Grundstrecke liegt, also 7 sehr klein ist. Da ¢ auf der Achse | 


zwischen den Punkten x= —1 und -+-1 den Wert 1 annimmt, so wird 
2 LvGerel 
tim O71) lim 5 FoI 
2 
Nun ist fiir €=1, x>w wegen €?— i=; 
aaa Tey igeeieed 
Co erat eet oman x log 7 ~ lg2 Ign, 


also 


ay P,(4)Q,(C) = —a, P, (u)lgn . 


Das Potential nimmt somit in der Grenze fiir achsennahe Punkte die Form an 


lim = — SS a, P,(t)lg 7 « (20) 


n>0 


Dieser Ausdruck ist aber, wie man sieht, unmittelbar vergleichbar mit der Form des ebenen | 


Potentials in der Umgebung eines Quelle ning: als Spur eines unendlich langen Quellfadens 
mit der Ergiebigkeit q der Langeneinheit 


q 
De realll sibs 


(14) | 
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und man wird daher zu der folgenden Darstellung 
fQ= + % P,(t) (21) 


der Verteilungsfurktion f(t) gefithrt, die man nur nach den gewohnlichen Kugelfunktionen P, (t) 
zu entwickeln braucht, um die Koeffizienten «, zu erhalten. Diese Entwickelung ist aber un- 
mittelbar und ohne Schwierigkeit durchzufiihren, und zwar gehéren zu einer rationalen ganzen 
Funktion f(t) vom n-ten Grade n Koeffizienten «, die wegen 
aa ss 
| Prt) P, (1) dt= 0(y An), f (P@Pas (22) 
1 


<i! Pm 


in der Integralform 
+1 


a, = Ft [ fo Pr wae (23) 


i 


darstellbar sind 1, Wenn aber die Koeffizienten a, aus dieser Entwickelung bestimmt sind, so 
gelangt man unmittelbar zum Aufbau der Potential- und Stromfunktion, die wieder zur Gleichung 
der Meridiankontur des Rotationskérpers fiihrt. Man gewinnt damit z. B. folgende allgemeine 
Darstellung des Potentials, wenn die als stetig oder stiickweise stetig angenommene Funktion 


f (t) gegeben ist: 
P= — 


A Ser+Y PGE fF Pd. (24) 


Entsprechend hat man z. B. fiir die Meridiankontur als Nullstromlinie der Relativstrémung die 


Gleichung 


A Bip ale We ay ; +1 
a Depa, Pr) (0) [ FO P,a+1=0, (25) 
wo die Konstante A/av, das Streckungsverhdltnis, d.h. das Verhaltnis der Lange des Kérpers 
zum gréften Durchmesser bestimmt. 

Aus der Gleichung (22) folgt unter anderem, dafs bei Bestehen der SchlieBungsbedingung (3) 
wegen P,(u) = 1 der Koeffizient a, — 0 wird, das also bei stetiger Quellsenkenverteilung das 
Glied mit dem Index Null in der Entwickelung (6) nicht vorkommt. Ist im besonderen der 
Punkt t= —1 eine Wurzel von f(t) = 0, hat also der Kérper am hinteren Ende eine kegel- 
artige Zuspitzung, so wird wegen P,(—1) = (—1)’ 


Oy — Og Xy—O,4-°°° = 0 ~~ oder Big a Op ia se Oa ta ec (26) 

Die mit alternierenden Vorzeichen geschriebene Reihe der Koeffizienten «, hat also die Summe 
Null oder die Summe der « mit geraden Zeigern ist gleich der Summe mit ungeraden Zeigern. 
Diese Regeln werden weiter unten fiir einzelne Falle ihre Bestatigung finden. 

Wenn die genau tabulierten Kugelfunktionen P, und Q,, sowie etwa P, und Q, benutzt 
werden kénnen, so gelingt es, fiir eine etwa graphisch gegebene Kontur bei Benutzung der 
Koordinaten C, fiir eine Reihe von Punkten die Gleichung der Kontur in Ansatz zu bringen 
und daraus die Koeffizienten «, aus einem System von linearen Gleichungen zu ermitteln. Nach 
Kenntnis dieser Koeffizienten ist dann auch der gesamte Strémungsverlauf in der Umgebung 
des Kérpers, unter anderem auch der Druckverlauf an der Oberflache als bekannt anzusehen. 


5, Bemerkungen iiber die Funktionen P, und Q,. Da fast alle bendtigten Ausdriicke auf die 


neu eingefiihrten Funktionen P, und Q, zuriickfiihrbar sind, die sich daher als besonders wichtig 
erweisen, so wollen wir einige Angaben fiir die Berechnung vorausschicken. Die ersten Funk- 


) tionen P, (1), die 1— p? als gemeinsamen Faktor haben, sind z. B. 


Pete Pea ke Py oun), P,= — (5u2?—1) (1—p). (27) 


3 
2 


| Dabei gilt, sowohl fiir die P wie fir die Q die Rekursionsformel 


2n— 1 


n— 


Ria pe Um; 28 
— Pasi I Fa || COs ay Se? (2 ) 


1 Vgl. etwa Frank u. Mises, Differential- und Integralgleichungen der Mechanik und Physik, I. Bd., 
S, 437f., S. 302. Braunschweig 1930; ferner Magnus u. Oberhettinger, a.a.O. S. 51. 


P,= P,1— a 
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Ingenieur-Archiyy 


Die ersten Q-Funktionen sind z. B. 


Q=1, Gael nestor Goma. 


Da bei einem Ellipsoid mit ¢=€, das Verhaltnis der Lange zum gréBten Durchmesser A ee Co /R— 1! 
betragt, so wird z. B. fiir A= 5, €, = 1,041. Fiir langgestreckte Rotationskérper, die wir hier} 


e ArT = g— ] QQ, Q Qs Qs Qs 
1,001 3,800005 | 0,002 0,9934 0,9832 0,9703 0,9554 0,9139 
1,002 3,4770 0,004004 0,9881 0,9702 0,9483 0,9235 0,8967 
1,003 BAS 0,00601 0,9835 0,9592 0,9300 0,8976 0,8632 
1,004 3,108 0,00802 0,9791 0,9491 0,9135 0,8745 0,8337 
1,005 2,997 0,010025 0,9749 0,9393 0,8976 0,8525 0,8057 
1,006 2,906 0,01204 0,9710 0,9305 0,8837 0,8336 0,7823 
1,007 2,829 0,01405 0,9673 0,9222 0,8707 0,8163 0,7612 
1,008 2,7625 0.01606 0,9636 0,9140 0,8579 0,7992 0,74015 
1,009 2,704 0,01808 0,9601 0,9062 0,8457 0,7828 0,7200 
1,010 2,652 0,0201 0,9567 0,8988 0,8344 0,7680 0,7023 
iL Oil 2,604 0,02212 0,9534 0,8917 0,8236 0,7539 0.6854 
1,012 2,561 0,02414 0,9502 0,8848 0,8134 0,7410 0,6705 i 
1,013 25021 0,02617 0,9470 0,8779 0,8028 0,7270 0,6535 | 
1,014 2,484 0,02820 0,9439 0,8715 0,7933 0,7149 0,6394 } 
1,015 2,450 0,03023 0,9410 0,8652 0,7840 0,7032 0,6284 
1,016 2,418 0,03226 0,9380 0,8590 0,7749 0,6916 0,6124 
1,017 2,388 0,03429 0,9352 0,8533 0,7668 0,6819 0,60185 | 
1,018 2,360 0,03682 0,9323 0,8472 0,7578 0,6704 0,5883 
1,019 2,333 0,03836 0,9295 0,8415 0,7494 0,6598 0.5760 | 
1,020 2,3075 | 0,0404 0,9268 0,8360 0,7416 0,6503 0,5654 
1,021 2,283 0,0424 0,9241 0,8305 0,7338 0,6407 0,5547 
1,022 2,260 0,0445 0,9215 0,8252 0,7262 0,6315 0,544.4 
1,023 PEPE) 0,0465 0,9188 0,8199 0.7186 0,6221 0,5336 
1,024 2,2174 0,0486 0,9163 0,8149 0,7116 0,6138 0,5247 
1,025 2,197 0,0506 0,9138 0,8099 0,7046 0,6053 0,9153 
1,026 2,178 0,0527 0,9113 0,8049 0,6976 0,5971 0,5064 
1,027 2,159 0,0547 0,9088 0,8001 0,6910 0,589] 0,4975 
1,028 2,141 0,0568 0,9064 0,7953 0,684.4, 0,5812 0,4888 
1,029 2,124 0,0588 0,9040 0,7907 0,6779 0,5734 0,4802 
1,030 2,107 0,0609 0,9017 0,7863 0,6721 0,5669 0.4737 
1,031 2,091 0,0630 0,8994 0,7817 0,6659 0,5597 0,4660 
1,032 2,076 0,0652 0,8970 0,7771 0,6594, 0,5917 0,4568 
1,033 2,060 0,0671 0,8948 0,7730 0,6541 0,5459 0,4512 
1,034 2,046 0,0692 0,8925 0,7686 0,6481 0,5388 0.4434 
1,035 22032: 0,0712 0,8903 0,7644 0,6425 0,5322 0,4363 
1,036 2,018 0,0733 0,8881 0,7603 0,6370 0,5261 0,4301 
1,037 2,004 0,0754 0,8860 0,7562 0,6316 0,5199 0,4236 
1,038 1,991 0,0774 0,8838 0,7522 0,6261 0,5135 0.41665 
1,039 1,978 0,0795 0,8817 0,7483 0,621] 0,5079 0,4110 
1,040 1,966 0,0816 0,8796 0,7444 0,6159 0,5021 0,4050 
1,041 1,954 0,0837 0,8775 0,7404 0,6107 0,4962 0,3987 
1,042 1,942 0,0858 0,8755 0,7367 0,6058 0,4906 0,3929 
1,043 1,931 0,0879 0,8734 0,7329 0,6009 0,4852 0,3875 
1,644 1,919 0,0899 0,8714 0,7292 0,5961 0,4798 0,3819 
1,045 1,909 0,0920 0,8694 0,7256 0,5916 0,4751 0,3776 
1,046 1,897 0,094] 0,8674 0,7220 0,5868 0,4696 0,3717 
1,047 1,887 0,0962 0,8655 0,7184 0,5822 0,4645 0,3665 
1,048 1,877 0,0983 0,8635 0,7148 0,5775 0,459] 0,3596 
1,049 1,867 0,1004 0,8616 0,7115 0,5734 0,4549 0,3569 
1,050 1,857 0,1025 0,8597 0,7081 0,9691 0,4502 0,3522 


Tabelle I der Q-Funktionen. | 


zunachst voraussetzen, braucht man also die Werte von Q nur etwa fiir einen Bereich von € = 1 
bis ¢ = 1,05. Wir haben daher in der beigegebenen Tabelle die entsprechenden Werte der fiinf | 
ersten Q-Funktionen fiir Argumente dieses Be 


reichs bei einem Intervall von 0,001 zusammen- 
gestellt (vgl. Abb. 1,2 u. Tab. 1). 


Die Werte der Funktionen haben den Anfangswert 
Q(1)=1 fiir ¢= 1 gemeinsam und fallen dann mit wachsendem ¢ asymptotisch auf den Wert 
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Null und zwar um sO schneller, je’ \héher die Ordnungszahl ist. Fiir gréBere Werte, etwa fiir 
¢ > 2 erweist sich die Rechnung z. B. nach den Tabellen von Hayashi als unzweckmafig. Man 
verwendet dann am besten folgende Reihenentwickelungen, die sich aus der Reihe 


1 Cet d 1 i 1 ¥ } 
= | ene 
7 Sr =F 36 rss 40 Oo a 
, 09 : 
Lae Ry 
i jmaloealt = 
| Ds | 42 Q2 
P, all O7 - 
B + 
4 L IL a 
08 46 Q; 
] & 1 
O4 az! 
4 05 Oy 
— | Pr A 
“08 6 | We | -a2 az | af | sf) a8 | 10 a4 Y; t 
2 
) | 03 = L bs 
¢ + + 4 — ut 7 
A 
ake 
: ks T G2 
+—+ iz a 4 
1 4 Sila 
Of 
4 = = SS" 4 [ 
ie 
1,00 407 102 403 104 105 106 407 108 
Abb. 1. Die P-Funktionen. Abb. 2. Die Q-Funktionen, 


ableiten lassen. So erhalt man auf Grund der gegebenen Rekursionsformel: 


Ed ] 1 1 sy 

0.=2( 45+ setae ) | 

» 1 1 1 

Q.=2:3-tatsga toe | ve | oe 
EDS oth. 1 2 3 ae 

UW ai 4( oa rs .9 eT Tote 


II. Besondere Rotationskorper. 
6. Betrachtung einiger Beispiele. a) Fall des linearen Quellsenkenkeils. Setzen wir 
ey (tf) =t(—1<t<-+ 1) 50 erhalten wir, da P,(t)—t ist, als einzigen Koeffizienten a,;— 1. 
Es ergibt sich daher 


o=—4 PWaQ=—eH(3 ae eae (31) 
) y= ABW QO=ZO-Me—7e Nig]: (32) 
Aus der Gleichung der Kontur 
5 OC)= 0-1 (33) 
folgt C = konst = , also eine Ellipse und fiir die Konstante 
oles (2 Team (34) 


are OsG) 
der in Abb. 3 dargestellte Fall entspricht dem Wert Cy—= 1,029. Auch die anderen GréBen, 
z. B. die Geschwindigkeiten lassen sich in einfachster Weise berechnen. 
b) Fall des kubischen Quellsenkenkeils. Eine mit dem Rotationsellipsoid verwandte 
Form, das sog. Ovaloid 1aBt sich aus dem Ansatz f(t) = #8 ableiten. Benutzt man die drei ein- 


aes 
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fachen Kugelfunktionen 


I 


Prot, (3#— 1), 


P,=~ (5831), 


so ergibt sich ohne weiteres 


0 


33 
eae. 


Abb. 3, Ellipsoid erzeugt durch Quellsenkenkeil. €)=1,029. 


4 


und daher wird z.B. die Post 
tentialfunktion , 


AL PWaco+ | 
(35) 


oD) —— Dee 
2 
+2 PW], 25) | 
wo Q, und Q, die folgenden Funk- | 


tionen zweiter Art bezeichnen: | 


WO=F oles F—-1, 
Qs(C)—= 4 (80*— 301g 4 
5 eee 

—2Ote. 


Die Stromfunktion wird dagegen 
te (36) 
+2 Pee]. | 


wo 

P,=1—p?; 

ea 

Px= = bu*—)I—-*), 
wa ee Boe) 
C= taal — lle 
_ 3 : —_ 

Q,== = (90* — 1) Qi — 56. 


Als Gleichung der Meridian- 


Abb. 5. R,: Quadrat. Quellsenkenverteilung mit =F = 5,56. 


kontur erhalten wir 
— if 7s 
G+ 5 6H—1G= | 


10 mv, 
=F e—). | 


(37) 


Das gibt fitr jedes ¢ eine rein quadratische Gleichung fiir 4, aus der dann zusammengehirige 
Werte zu bestimmen sind. Wie die Abb. 4 zeigt, in der der Fall xv,/A = 4,05 dargestellt ist, 
unterscheidet sich das Ovaloid vom Ellipsoid durch eine flachere Entwickelung des mittleren 
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Teiles und eine kugelartige Kriimmung der beiden Scheitel. Die Berechnung der Geschwindig- 
keiten bietet keine Schwierigkeiten. 


) Quadratische Verteilungsfunktion. Die einzige Funktion dieser Art, die der 
SchlieBungsbedingung geniigt und zugleich in t——HJ eine Nullstelle besitzt, hat die Form 


f®=e+ I(t 4). 


Man erhalt dann, wie man leicht bestatigt, 


oe . 5 Pule) Qu) + 5 Pale) 02(0) =— s [Pi(m) Q1(6) + Pol) Q2(0)]. (38) 


Der Fall gehért zu der oben gekennzeichneten Formengruppe, bei der die Summe der «,- Reihe 
mit alternierenden Vorzeichen verschwindet. Stromfunktion und Meridiankontur werden 


Par Hg Ot 5 HO), (39) 
Q.4-#0,=*2" (2-1). (40) 


Die letzte Gleichung gibt fiir jedes ¢ eine lineare Gleichung fiir die Koordinate . Bei Zugrunde- 


legung der Tabelle der Q-Funktionen (vgl.Tab S.286) macht die Berechnung der Meridiankurve 
keine Schwierigkeit. Wir haben in Abb. 5 den Fall z v,: A = 6,67 gezeichnet und gleichzeitig 
den Verlauf des Druckes langs der Kontur angegeben, der sich wie bekannt, aus folgenden Ge- 
schwindigkeitswerten berechnen laBt: 

ve A 1— vs, A ml 1 3 

v, 32, (C2—1)(€—p)’ ee eS f— yu g Q1)- 
Gegeniiber dem Fall des aus einer unstetigen Quellverteilung erzeugten Drehkérpers (vgl. Abb. 12 
bis 14) fallt vor allem auf, daB im vorliegenden Beispiel der stetigen quadratischen Quellvertei- 
lung der Druck im mittleren Gebiet des Kérpers einen sehr gleichmafigen Verlauf zeigt 
und von dem vorderen Minimum aus fast linear bis in die Nahe des hinteren Endes ansteigt. 


(41) 


7, Stetige Quellsenkenverteilung dritten und héheren Grades, Indem wir an der Voraussetzung, 
da8® der linke Endpunkt der Grundstrecke ein Nullpunkt der Verteilungsfunktion ist, festhalten, 
wollen wir folgende Form: 


FO= colt Ur eg (t I + — eat dD) (¢o= + 1) (42) 
zu Grunde legen. Dann ergibt die SchlieBungsbedingung (3) die Beziehung zwischen den Koeffi- 


zienten 


we Co n_| cy Qn—1 sireite as <e 43 
Cn—4 Te i 2 T n ae S32 3 Cn—2 ( ) 
Fiir n= 3 wird z. B. Tabelle II fiir die Koeffizienten %. 
th A gg Oh RS ES Rl EER a ESS 
4. Xo Oy Xe Xs Xs a5 XG a7 
Co=2ey ze 5 (43 a) 
fiir n= 4 wird ee : 
3 4 2 2 2 ep 
32 ; = 2 
C3== = C4 ey +z ¢,- (43b) 2 3 
: ae — 2 
Die Bestimmung der Koeffizienten «,, : 2 5 5 
sowie die Aufstellung der fiir die Str6- 16 32 32) 8 8 
mung mafgebenden Funktionen ist A Naser 5 7 5 35 
dann nach den gegebenen Vorschriften 16 BO Ve ZE0: AO el eee a 
leicht durchzufiihren, und wir kénnen Du taara qieet = P22 9 7 63 
uns darauf beschranken, die Ergebnisse Ble sdee | 400) S32 1 2887 Mtoe Ter | 
der Rechnung mitzuteilen. Stellen wir © | 7 | 7 | 21 3 fel 20 | 234 
zuniachst die Koeffizienten «, in der 12 | 112 | 784 | 112 | 112 16 16 
Futwiekelung der Funktion (¢+1)" 7) 16 | “3-3 | 33 | 11 | 39 | 33° | 429 


fir m—=1 bis m=7 nach Kugel- i 
» funktionen tabellarisch zusammen, so erhalten wir vorstehendes leicht verstandliche Schema. 


| 
1 
1 
i 
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Damit ergibt sich z. B. fiir den Fall der kubischen Verteilung nach (36) und (38) | 
l 1 i 
o=—2 (Fat 5 €3) Pali) Qa(6) + (co+ 361) Pale) QO) + eo P4(u)Q3(0) (44) 


und als Gleichung der Meridiankontur die in 4 quadratische Gleichung 


L Gthelect SOc (bet Sa)e— ebm Ae. Bh 


Die Komponenten der Relativgeschwindigkeiten werden 


5 CaN | 
v, Am = ss Ari +o 4 (cot) 
v, 420,(@—1)(2 (30;—— 603) C—p |? (46) 
ee A 1/1 — pe ae ( | gee ath , | 
ee Qnv, jeceeee ge iam 3 Cr | 


Bei gegebenem Streckungsverhaltnis, d.h. bei gegebener Konstante mv,/A gibt es eine ein-- 
fach unendliche Mannigfaltigkeit von Formen R, bei kubischer Quellverteilung. Wir haben in} 
Abb. 6, 7,8 drei Formen und | 
zwar die Falle ¢> = —1, cy= 3>} 
¢y=1, ¢7= 7-3/2, Co, Clan 
dargestellt, die sich vor allem) 
durch die Lage der Wurzeln von | 
f(t) = 0 unterscheiden. Die zu 
c,= 3 (e,=—1) gehorends 
Meridiankurve hat eine in bezug 
auf die x- und 7-Achse symme- | 
trische linsenartige Gestalt, die 
Nullstellen liegen in den End- 
punkten und in der Mitte der 
Grundstrecke. Im Falle c)= 1. 
c;—=— 3/2 mit einer Doppel- 
wurzel in t= -—J1 und einer 
einfachen Wurzel in t= 1/2 ent- 
steht eine Spitze am hinteren 
Ende des Rotationskérpers mit 
achsialer Tangente. Die Kontur 
c,— 0, bei der die erzeugende 
Verteilungsfunktion auBer 
t— —1 nur eine Nullstelle auf | 


der Grundstrecke in t= j2—1_ 
aufweist, ist die gleichmaBigste 
Form mit abgerundetem Vorder- 
teil; die Druckverteilung ist ver- | 
gleichbar mit der oben gekenn- | 
zeichneten Druckkurve fiir den | 
aus der quadratischen Quell- | 
verteilung abgeleiteten  Ro- | 


tationskérper. 
7 ae 5 In derselben Weise lassen 
AbbS 7. Resco ls) ¢,— 5 6, us . wot 
2 A sich die charakteristischen Funk- 


. tionen fiir die biquadratischen 
Quellsenkenverteilung aufstellen. Die Potentialfunktion wird mit der SchlieBungsbedingung (43b) 


Ba — (Set Fat Fe) PO +(Pert ett ex) Pau) Qot0) | 


! 
+ (set 5&1) Pale) QE) + 35 coP ale) Qu). : 
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egung eines Rotationskérpers in der Flissigkeit. 


Die Gleichung der Meridiankontur wird 


4 2 1 7 8 1 1 a 
(5 Coo uae 2 ea) Qt (70 9°14 7 ea) Qs | 
Coe al Fd ee 
Paget e1) 649 — Ost zocor (TH? — 3) Qa FOV 
Sie gibt fiir jeden Wert von ¢ eine kubische Gleichung zur Bestimmung der Koordinate ju. 
Die Relativgeschwindigkeiten werden bei Reduktion der Ausdriicke mit cy— 1 
o A 1—p*|4 a = , 4 (12 I 
A ES 4 60,20 et et (Be at £2.) 
+$6%,—£0,)|. 
ac | (49) 
pm A 1—7? me ’ a 4 12 1 
b= ARF |—dusene—t+- 8) 36 — w+ als +o +64) 


Es gibt bei gegebener Kon- 
stante @v,/A, von der das 
Streckungsverhiltnis des Rota- 
tionskérpers abhangt und bei der 
Annahme c,— 1 eine zweifache 
unendliche Mannigfaltigkeit von 
Formen mit biquadratischer 
—Quellsenkenverteilung, entspre- 
-chend den Werten der Konstanten 
¢, und ¢,. Dabei miissen, wie hier 
‘nicht naher ausgefiihrt werden 
kann, gewisse Bedingungen fiir 
die Lage der Wurzeln, bzw. der 
von ihnen begrenzten Flachen 
If@ dt erfiillt werden, um zu ver- 
hindern, daB der Rotationskérper 
‘in zwei oder mehrere Teile zer- 


fall 2. 
| 


Tabelle III fiir die Rj. 


—— 


Wir haben (in den Abb. 9, 1 


jnnerhalb der Grundstrecke liege 


eder Quellverteilung auf den Druc 
er wendepunktslosen 


ung der Meridiankurve 
destellen von f(t) entsprechen 


fausspricht, da nur bei ein 
)maBige Anderung der Kriimm 
gesichert ist, wihrend die Wen 


nur Folge haben. Schon bei einer gering 


1 Eine 1944—45 vom Verf. und 


suchung zur ,,System 
kérper‘* mit etwa 40 Z 


: 


» Cy cy Cy t t, — 
Jo es 
=] 3 2 ar | 0 
3 1 
= Se ed 
+1 0 5 
p41 0 2 |0,414| — 


lungen und Druckkurven dargestellt, die sich dadure 
)Wurzel t— —1 nur eine reelle, drei getrennte oder sc 


n (vgl. Tabelle IV). 


atik der aus einer biquadratischen 
eichnungen ist zum gréften Teil verloren gegangen. 


— 2 ¢,(3 Q,+ 11Qs) an 2¢20,| : 


M4 
Ee 6 7: 


ADDS ttenCos Ls c,= 0; 


Tabelle IV der Ry. 


5,56 iL |) =! DO 2,88 0,2 = = 16,589 
1 | —3,5 3,84 1,32 0,69 0,1 —0,35 4,356 
6 1 | —3,7364 | 4,6584 | 0,3807 | 0,2454 0.2454 0,2454 | 7,492 
| 
16,7 
0,11) drei typische Formen mit den zugehérigen Quellvertei- 


h unterscheiden, daf auBer der gemeinsamen 
hlieBlich drei zusammenfallende Nullstellen 
Besonders deutlich tritt dabei der Hinflu8 
kverlauf langs der Oberflache zutage, der sich besonders darin 
Quellkurve f(t), wie im ersten Fall, die gleich- 
und ein wendepunktsfreier Druckverlauf 
de Wendepunkte des Druckverlaufs 
en Einschniirung des Drehkérpers in der Mitte wird 
tarbeiter, Dr. Fr. Eser durchgefiihrte Unter- 


seinem verdienten Mi 
Quellsenkenverteilung ableitbaren Rotations- 
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ferner in der Nahe des hinteren Endes ein zweites Druckminimum auftreten, das meist absolut | 
gréRer ist als das normale Druckminimum im vorderen Teil. Es gibt ferner nur eine ausgezeich- | 
nete flachste Meridiankurve, bei | 
der alle drei Nullstellen in einem 
Punkt zusammenfallen, der dann | 
zum Wendepunkt mit axialer | 
Tangente wird. ! 


III. Unstetige Verteilung von 
Quellen und Senken. 


8. Punktquelle und Punktsenke, | 
Eine unstetige Verbindung mehre- | 
rer Quellelemente mit verschwin- | 
dender Gesamtergiebigkeit 1aBt | 
sich im allgemeinen mit Ellipsoid- | 
koordinaten sehr einfach darstel- | 
len. Die Reihenentwickelungen | 
mit Hilfe der Kugelfunktionen | 
werden allerdings in diesem Falle | 
unendlich. Der Vollstandigkeit |} 
halber sollen einige einfache Bei- | 
spiele besprochen werden. 

Da die Radienvektoren von | 
den beiden Endpunkten x= +1 | 
der Grundstrecke die Werte 


Abb. 9. Ryitg=1;  «=—43 0 =5,76; wah = 16,589. 


Reseed See YP aes | 
haben, so ergibt sich fiir das Sy- | 
stem einer Quelle und Senke in | 
diesen Punkten mit der Ergiebig- | 
keit q das Potential und die || 
Stromfunktion 


Oo q 1 eM) 1 Ales 
NG Une NETO rv SC ReSERLYY A Ot = 4,356. 40 \C— pe CAR LG 
qu 
200(C? — 7)” (503) 


_ a $122) | 
—-u * (50b) i 


Die Meridiankurve hat die Glei- — 
chung 


2 ar (51) | 
wenn q/7v, = b? gesetzt wird; bist — 
der Grenzradius fiir den ,,Halb- 
kérper“*, den man erhalt, wenn 
die Senke ins Unendliche riickt. | 
Mit Hilfe der Formel (22), so wie | 


Abb. 11. Ryze=1; ¢,= —3,73635; ¢,=4,65944; 7. — 7,492. der bekannten Neumannschen | 
s Darstellung | 
Lf Pou) Pai | 
<3 AVE a 1 » (Me) du ¢ 
2 | ee=e0. 3 | Lem On (52) | 
<=) oS) 


erhalt man die Reihen 


l } 
rp ZOV+YPG, p= ZT Cv+H(-1yP,9,, (53) 
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also 


B= — [3 Py(u)Qu(C) + 7 Ps (u)Qa(0) + *- +) | 


yo 54) 
eee is Py (u)Qx() + 45- Ps) Q5(0) +: - | 7 

9, Quellpunkt und Senkenstrecke, Wir nehmen eine Punktquelle in x — 1 und eine von —1 
bis +1 reichende Senkenstrecke an, deren Ergiebigkeiten entgegengesetzt gleich sind. In Ellip- 
soid-Koordinaten erhalten wir dann durch einfache Auswertung von (2) fiir die Senkenstrecke 
fiir das ganze System 


@— 
q 1 1) Soi | 
Die \e Sn 2 Fa = i): (55) 


i} 

| 

| 
Der Meridianschnitt des Rota- t 
tionskérpers erhalt die Gleichung 


b2 
eG} 


| 

| 

| 

! 

| + 
Abb. 12. R aus Quellpunkt und Senkenstrecke. 


i Gisel . 5 
Wegen Q,(¢) = x log , Po(u)=1 ergibt sich aus dem vorigen Fall 


B= — LBP) QC) +5 POW) +°-1> | 
ee Ae Si? (57) 
Vat |y Pal) WO+ERWMAOt---|. | 


Die Relativkomponenten der Geschwindigkeit am Rande werden bei Benutzung von (56) 


Ve Cees ee 20 | 

Pom nGeg ee eae) 1) ‘ (58) 
ak Pe ile = bn il ol G 

my vy 4¢—-HM1E—eP  @—-1E +4) | 


In Abb. 12 ist das Beispiel b2 = 0,05 mit der entsprechenden Druckverteilung lings der Ober- 
flache zur Darstellung gebracht. 


10, Quellpunkt und linearer Senkenkeil. Wenn der Senkenkeil von —1 bis 1 reicht mit 
linearem Anstieg, so ergibt sich durch eine leichte Rechnung, die wir nicht ausfiihrlich bringen 


wollen, 


\ 1 Gal 
aa Cay 1 a ro) > logy M| 
a me Py (1) Qy (0) + 5 Po(u) Q2(6) + 7 Ps(H) Q3(6) + U1 P,(u)Q5(0) + °°: |. 


P= 2) |= —FG) = [Pwo +s Pali) Qa(0) + Fy Pale Qa(C)+" "| (60) 


An C— pe 
Die Meridiangrenze des Rotationskérpers hat in Ellipsoidkoordinaten die einfache Gleichung 
a (61) 
Orage 1) 


p=C 


die, wie man sieht, fiir ae erfillt ist: am hinteren Ende entsteht wieder eine 


kegelartige Spitze (Abb. 13). Fir die Relativgeschwindigkeitkomponenten am Rande ergeben 
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a} 
| 


sich bei Benutzung von (61) die Ausdriicke | 
De aes | Legaigr ss LPN ON hs IPs ee ee ae | (62) 

v1 aC yt a Sie Cee | v1 iC — Di ae Ga 
11, Einflu8 eines Dipols. Man kann das Kopfende des Drehkérpers etwa dadurch abandern, | 


da8 man dem Quellsenkensystem (z. B. der Ziff. 9) einen Dipol im Punkte t= 1 hinzufiigt, der 
in Richtung der positiven x-Achse orientiert ist. Ein einzelner Dipol dieser Art hat das Potential 


oe m SE en RG) 
Dr gg O08 Cera Te (c— ny ° (63) 
Wenn man das Moment m durch den Halbmesser a der Kugel ausdriickt, die sich bei der Ver- 
bindung mit dem Parallelstrom (v,) ergibt, so hat man a? = m:2zv,. Die zugehérige Strom- 


funk tion hat die Form 


_=@-)d=s9_ 1) oy 2 
2 ene ZS (C= py. Ce 
Fiir die Entwickelung nach Kugelfunktionen benutzen wir die durch Ableitung aus (52) hervor- 
t gehenden Formeln 
ae i 
l Py(u)du gy 
ce Cay @(6) 


ke 


ee | 
PE) LH gn 
(Ceasar (6). j 


(65) | 


= 


—l 


Setzen wir 


INK I © 
cpu = a 1 
ia P ; 
(¢— py > %, P,(u) Q, (¢) | 
so ergibt sich durch Multiplikation 
mit P, und Integration zwischen 


v 


—1l und +1 nach (20) 


Abb.13. R aus Quellpunkt und Senkenkeil. 


4 


+1 
3= | Cu—DPdu_ fk 
(Ces | 


\ 
| 


{ e+e) 


(—p)? 
=A 
| eee 
On® »(“) du D6, 
gay ele 
Abb. 14. R aus Quellpunkt, Senkenstrecke und Dipol. aah 
also 
Cy 7 2, wor a 2a, 
Auf Grund der bekannten Differentialgleichung fir Q, 
(2— OF +220 —=»-+ /Q, | 
folgt daher 
_ Ady __v(v +.1)(20 +1) | 
VOT D)Z= 774%, dh a, : (66) | 


und damit die Potentialfunktion 


B= — 7 ™LPyu) Q(C)+5 Pol) OolC)-+ 14 Py() Q,(0)- ++]. 67) | 
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Wenn man nun diesen Dipol dem in Ziff. 9 behandelten System (Quellpunkt und Senkenstrecke) 
hinzufiigt, so wird der vordere Scheitel, bzw. Staupunkt weiter nach vorne verlegt und gleich- 
zeitig eine VergréBerung oder Aufblahung des Kopfes bewirkt, wahrend ein entgegengesetzter 
Dipol eine Riickverlegung des Staupunktes und eine EKinziehung des Kopfes zur Folge hat. Wenn 
man die Gleichung der Kontur 
ral Ae oc Pn 

benutzt und a? eliminiert, so entstehen fiir die Komponenten der Relativgeschwindigkeit langs 
des Randes folgende Ausdriicke: 


Ve 1— [E2(c(Cu — 1) + w(@2— 1)] 
» 2C—wFL CH YNG— 


—3¢—1)}, | 
Men fC) + WLS) | 
= : a 3(€u—1),. 
oa 8 (Cay ee Bp) P 3(Cu— 1); 
In Abb. 14 ist der Fall b? = 0,05, a = 0,2 dargestellt. Die unterbrochene Kurve bezieht sich 


auf den Fall ohne Dipol. Die Druckkurve zeigt ein ziemlich stark hervortretendes Minimum im 


(69) 


. . . . . . . . | 1 . . 
vorderen Teil ein schwaches Minimum in der Mitte. Bei negativem a muB | a| <e a b sein, damit 


die Kontur vorne geschlossen bleibt. Es ist nicht schwierig, aus den angegebenen Grundformeln 
weitere Verbindungen von Quell- und Senkenelementen und die entsprechenden Rotationskérper 
zu konstruierent. 


12. SchluBbemerkung. Die weitere Aufgabe wird darin bestehen, die Querbewegung des 
Rotationskérpers senkrecht zur Langsachse, die sich aus einer Verteilung von quergestellten Di- 
polen erzeugen laBt, sowie die entsprechenden FeldgréBen rechnerisch darzustellen. Auch dieser 
Fall lat sich, wie man zeigen kann, mit Hilfe von Ellipsoidkoordinaten und Kugelfunktionen 
ebenso iibersichtlich und gleichmaBig behandeln wie der Fall der Langsbewegung. Dabei tritt 
dann vor allem das bisher nicht allgemein geléste Hauptproblem hervor, das darin besteht, die 
Beziehung zwischen der Quellsenkenverteilung der Lingshewegung und der Dipolverteilung der 
Seitenbewegung aufzufinden, die demselben Rotationskérper zugeordnet sind. Die Lésung dieses 
Problems ist entscheidend fiir die Erfassung der allgemeinen zusammengesetzten Bewegung. Es 
1aBt sich ferner aus der neuen Darstellung ein praktisches und sehr weitreichendes Verfahren 
ableiten, welches bei Zugrundelegung geniigend genauer Tabellen fiir die Kugelfunktionen, ge- 
stattet, die allgemeine Bewegung schief zur Achsenrichtung, bzw. die zugehérige Strémung und 
Druckverteilung, sowie auch das dabei entstehende Kraftesystem fiir einen rechnerisch oder 
graphisch vorgegebenen Rotationskérper mit beliebiger Genauigkeit zu entwickeln. Ich hoffe, 
in einer weiteren Mitteilung zu diesen Fragen ausfithrlich Stellung zu nehmen und die Durch- 
rechnung eines Sonderfalles vorfiithren zu kénnen. 


(Eingegangen am 1]. Februar 1951.) 
Anschrift des Verfassers: Professor Dr. W. Miiller, Miinchen 22, Museumstr. te 


1 Fiir die Anfertigung der Zeichnungen bin ich Herrn Dipl.-Ing. F. Hadwig zu Dank verpflichtet. 
20 
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Die ausgebildete Kanalstrémung in einem rotierenden System. 
Von H. Ludwieg. 


1, Einleitung. In Strémungsmaschinen treten an den Wanden von umlaufenden Teilen durch 
den Einflu8 von Zentrifugal- und Corioliskraéften recht komplizierte Strémungen auf, die fiir 
den Wirkungsgrad der Maschinen von groBer Bedeutung sind. Fiir den einfachen Fall der um- 
laufenden Scheibe sind die an der Scheibe auftretenden Grenzschichtstrémungen mehrfach 
behandelt. Auch die Grenzschicht am Blatt eines umlaufenden Propellers wurde in einer experi- 
mentellen Arbeit von Himmelskamp! untersucht. Hier soll nun der Fall einer Kanalstrémung 
in einem rotierenden System untersucht werden, wobei wir uns auf den Fall der ,,ausgebildeten 
Kanalstrémung“* beschranken wollen. Unter ausgebildeter Strémung verstehen wir dabei den 
Strémungszustand, der sich in einem Kanal oder Rohr konstanten Querschnittes nach einer 
gewissen Anlaufstrecke einstellt, und der sich dann beim Fortschreiten in Kanalrichtung nicht 
mehr andert. Es wird sich dabei zeigen, da®B der Reibungswiderstand und damit der Druck- 
abfall in einem Kanal in einem rotierenden System sich ganz erheblich von den Werten unter- 
scheidet, die fiir die Kanalstrémung im ruhenden System bekannt sind. Druckabfallmessungen 


mit den unsrigen vergleichen, da hier die 


die Umlenkungen hervorgerufen werden 
und weniger durch die Wandreibung der 
ausgebildeten Strémung. Im folgenden 
soll nun die laminare Strémung in einem 


Hand von Druckabfallmessungen in einem 
rotierenden schraubenférmigen Kanal ge- 
priift werden. AuBerdem sollen die Messun- 
gen dariiber AufschluB geben, bis zu welchen 
Re-Zahlen sich die unter Annahme lami- 
narer Strémung abgeleiteten Ergebnisse 
anwenden lassen, und wie sich der Druck- 
abfall im turbulenten Bereich verhalt. 


Abb. 1. Schraubenférmiger Kanal. 


2. Theoretischer Teil. a) Grundgleichungen. Wir wollen die Strémung in einem rotieren- 
den, quadratischen Schraubenkanal, wie ihn die Abb. 1 zeigt, untersuchen. Der schraubenférmige 
Kanal soll dabei um die Schraubenachse rotieren, wahrend das strémende Medium langs des 
Schraubenkanals entweder gleichsinnig oder gegensinnig zur Rotation strémt. 


Da die Steigung des Kanales nur gering sein soll, konnen wir ihren Einflu8 bei der Rechnung 
ganz vernachlassigen und einfach die Strémung in einem um seine Symmetrieachse rotierenden 
Kreisring, wie ihn die Abb. 2 zeigt, betrachten. Wir fiihren Zylinderkoordinaten R, D, Z ein. 
Die Winkelgeschwindigkeit bezeichnen wir mit w. Fiir eine stationare, inkompressible Bewegung 
in einem mit dem Ring- bzw. Schraubenkanal rotierenden Bezugssystem lauten die Navier- 
Stokesschen Differentialgleichungen dann 


aVR Ve Vo 1 @P a2Vp , 1 VR Vr, OVR 
Vase + Ve9e — R= g ORT (SRT R oR Rt ae) TeR+20Ve, (la) 


* H. Himmelskamp, Profiluntersuchungen an einem umlaufenden Propeller. Mitteilungen aus dem 
Max-Planck-Institut fiir Strémungsforschung. Nr. 2 (1950). 

> W. Seelig, Uber das Phanomen der Rotationsturbulenz in rotierenden Rohren und Kanalen, Verh. 
d. 3. Int, Kongr. f. tech. Mech. Stockholm, I S. 102. 


in einem rotierenden doppelt U-férmigen | 
Rohr wurden von W. Seelig? ausgefithrt. | 
Doch lassen sich diese Messungen nicht ‘| 


Strémungsverluste im wesentlichen durch | 


rotierenden ring- bzw. schraubenférmigen || 
Kanal zunachst theoretisch untersucht | 
werden. Die Ergebnisse sollen dann an | 
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OV Vo , Vr: V 1 aP a2V. 2 

Vv. Diy MOREMY oot D 1 OV Vo , OV 

es or =i Vz OZ l R 0 Rd@® v ee | R OR R2 az 20 Ve, (1b) 
Ov, OV; ih el? 02V; 1 OV; 02V; 

V eae Wye Ae eh OVE Z 

polenen re OZ, 0 OZ lor: + RoR + oz)? (1c) 


a alee 
ORS Reet OZ. 
Dabei sind Vp, Vs, Vz die Komponenten der Strémungsgeschwindigkeit in Richtung von 
R, ® und Z. Die GréBe P ist der Druck und ¢ die Dichte und y die kinematische Zahigkeit des 
Mediums. Alle Ableitungen der Geschwindigkeitskomponenten nach @ sind hierbei gleich fort- 
gelassen, da wir ja die ausgebildete 
Strémung betrachten wollen, bei der 
sich in Richtung von @ nichts mehr 
andert. Aus Gl. (la) erkennen wir, da 
das Zentrifugalglied @*.R keinen Kin- 
fluB auf das Strémungsbild hat; denn 
wir brauchen in Gl.(la) nur statt des 
Druckes P einen Druck 


P’=P—300'°R? 


einzufithren und das Glied w?R fallt 
fort. Physikalisch bedeutet dies, dah 
das Kraftfeld wm? R ein Potential besitzt 
und daher einfach durch einen Druck- 
gradienten kompensiert wird, so daB 
kein Einflu8 auf das Strémungsfeld be- 
steht. Den Mittelwert der Geschwindig- 

keit Vz itber den Kanalquerschnitt be- iva 
zeichnen wir mit V, die Seitenlange des Anbeee Hisgk ans 
quadratischen Kanalquerschnittes mit 

a und fiihren dann die folgenden dimensionslosen GréSen ein: 


0. (1d) 


a 


Z 


Me Vo Vw abe _ yh eR aye 
ae we ee Ee an READ 
Die Differentialgleichungen lauten dann 
Our Ova fp 1 dp 1 (0? vo, 1 Ov, Ur OF trl 
°° Or TU Oz pat eM or r Re (e | Tor p21 9g2 26Uy » (a) 
Ove | Ovp , Vp? Ur__ 1 dp 1 /[@vg 1 dvp ve , Pv 
op | Og fF 2 rap is Re \ dr? r Or 72! Qz2] 25% (2b) 
Ov: Ovz 1 op 1 (070; Iduz., 20207 
v, i ——— = = | 
dr | * Oz 2 0z ' Re (33 | acu. i e Ce) 
Ovr Vr | Ov: 
ud =4M 2 
or | r | 02 v (24) 
Dabei ist Re — he nnd £== aa . Die zugehérigen Randbedingungen lauten 
v= 0,==7,=0 fir z= $s und r=r=r,—l und r=". 


-Hierbei ist r, der dimensionslose auBere und 1; der dimensionslose innere Halbmesser des 


Schraubenkanals. Aus den Gl. (2a) bis (2d) erkennen wir, daB das Strémungsfeld nur von den drei 
Parametern Re= Va/y, E=a/V und t= $ (r+ r,) abhangt. 

b) Trennung in Kern- und Grenzschichtstrémung. Fiir eine allgemeine Lésung 
sind diese Differentialgleichungen natiirlich viel zu kompliziert. Um Naherungslésungen zu 
suchen, miissen wir zundchst den Bereich der Parameter Re, &,r,, fiir den die Lésungen gelten 
sollen, einschranken; denn die zu vernachlassigenden Glieder sind je nach dem Bereich der 


Parameter verschieden. Von der Reynoldsschen Zahl Re wollen wir voraussetzen, daB sie groB 


gegen 100 ist, eine Voraussetzung, die bei den meisten technischen Strémungen zutrifft. Ferner 


wollen wir der Einfachheit halber voraussetzen, dai die Kanalhohe und -breite klein gegen den 


20* 


298 Ludwieg: Die ausgebildete Kanalstrémung in einem rotierenden System. Peal 


mittleren Kriimmungsradius des Kanals sind. Also r,,> 1. Von dem Parameter & wollen wit 
zunichst voraussetzen, daB er groB gegen | ist. 

Betrachtet man nun unter den eben gemachten Voraussetzungen die Gréenordnung deri 
einzelnen Glieder in (2a) bis (2d), so erhalt man folgendes Bild. In (2a) ist das Coriolisglied 
2&v, sehr grof, d.h. die Corioliskraft driickt auf das strémende Medium stark in radialer Rich-: 
tung. Macht man nun die plausible Annahme, dafs die Querkomponenten der Strémung v, und v4 
héchstens die GréSenordnung der Geschwindigkeitskomponente in Kanalrichtung v, erreichen,| 
so kann dem starken Coriolisglied in (2a) im wesentlichen nur durch das Druckglied — 3 dp/0ri 
das Gleichgewicht gehalten werden, da die anderen Glieder alle zu klein sind. Betrachtet mam) 
nun (2c), worin die groBen Coriolisglieder nicht auftreten, so werden hier alle Glieder aise damit! 
auch — 4 dp/dz erheblich kleiner als — } Op/@r in (2a). Daraus folgt dann, dab = (2) nur) 
klein sein kann und sich dp/dr in Richtung z nur wenig andert. Damit folgt dann aus (2a),) 
daB der Verlauf von v, in Abhangigkeit von r fiir verschiedene z praktisch gleich ist. Bei An-! 
naiherung an die Wande z = + } muB dagegen v, und damit das Coriolisglied 2 €v, gegen Null) 
gehen, wahrend dp/dr seine alte GréBe behalt. Hier miissen dann die anderen Glieder, naimlich} 
die Beschleunigungs- und die Zahigkeitsglieder, dem grofen Druckglied dp/dr das Gleichgewich 
halten. Unter den vorn gemachten Voraussetzungen sind die Beschleunigungsglieder aber nicht 
groB genug, so dafs die Zahigkeitsglieder so gro®B werden miissen, daB sie dem Druckglied dass 
Gleichgewicht halten. Sie kénnen aber bei den vorausgesetzten hohen Re-Zahlen nur danni 
sehr groB werden, wenn diese Schicht an der Wand, in der v, auf Null abfallt sehr diinn ist, daz 
dann das Zahigkeitsglied ope sehr groB wird. | 

Auf Grund dieser Uberlegungen kénnen wir bei der zu untersuchenden Kanalstrémung Zwei) 
Gebiete unterscheiden. 

1. Eine Kernstrémung, die den gesamten Kanal erfiillt mit Ausnahme zwei diinner Schichten 1 
an den Seitenwanden z= + }. Bei dieser Kernstrémung ist v, weit gréBer als die Komponenten, 
v, und v,, und auBerdem ist v, weitgehend von z unabhangig, so daB wir die Strémung in guter} 
Naherung als ebene Strémung behandeln kénnen. Eine solche Strémung tritt immer auf, wenn} 
in einem rotierenden System die Umfangsgeschwindigkeit grof8 gegeniiber den Strémungs-- 
geschwindigkeiten ist und die Reibung keine wesentliche Rolle spielt, was bereits 1924 in einer 
Arbeit von G. I. Taylor) gezeigt wurde. } 

2. Eine Grenzschichtstrémung in zwei diinnen Schichten an den Wanden z= -+ }. Bei dieser} 
Grenzschichtstrémung treten nun auch groBe v,-Komponenten auf. Wegen der geringen Schicht-} 
dicke kénnen wir bei ihrer Behandlung die iiblichen Grenzschichtvernachlassigungen anwenden.|, 

An den Anschlufstellen der beiden Gebiete miissen natiirlich die Geschwindigkeiten iiber-- 
einstimmen. Auferdem erfolgt eine Kopplung der Strémung in beiden Gebieten dadurch, dati 
die starken Corioliskrafte die Kernstrémung je nach dem Vorzeichen der Rotation des Ringes: 
langsam nach innen bzw. nach auben drangen, und in den Grenzschichten gemaB der Kontinui-- 
tatsgleichung die gleiche Menge zuriickstrémen muB. Wegen der geringen Dicke dieser Schichten) 
treten dann die hohen v,-Komponenten auf. Wir wollen nun versuchen die Gl.(2a) bis (2d) fiir 
die beiden Gebiete getrennt zu behandeln, wobei wir in jedem Gebiet die dort klein werdendex 
Glieder vernachlassigen, dabei miissen die Randbedingungen so gewahlt werden, daB an deri 
Grenzflachen zwischen den beiden Gebieten die Geschwindigkeiten stetig aneinander schlieBen., 

c) Naherungslésung fiir Kern- und Grenzschichtstrémung. Zunachst wollen wirt 
die Kernstrémung betrachten. Ihre Geschwindigkeiten seien mit einem Index 0 gekennzeichnet., 
In der Gl.(2b) fiir die Hauptstrémungskomponente v,, kénnen wir dann von den aise, || 


gliedern das Glied v,, dv,,/0z wegen der Zweidimensionalitat der Kernstrémung vernach+: 
lassigen. Aufferdem ist das Tragheitsglied V,, Vp,/t zu vernachlassigen, da wir eine schwachey 


Kanalkriimmung vorausgesetzt haben. Aus den gleichen Griinden kénnen wir von den Zahig-: 
5 : : : vg, 1 Ove Hy 
keitsgliedern die Glieder me = Tae und a vernachlassigen. Ferner wollen wir anstattti 
a 1 ap & 1 
2 rdp 


ind 


den iiblichen Reibungsbewert 4 einfiihren, der folgendermafen definiert ist: 


aya 2a oP LiGip 
U Rnb VA00 Pre Ope 


| 


+ G. I. Taylor, Experiments with Rotating Fluids. Proceedings of the first International Congress fo 
Aplied Mechanics. Delft 1924. 
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Fir v,, erhalten wir damit die folgende Differentialgleichung: 


r) 2 
v, VM ms A Tm l il 0 "Po 9 # us 3 
or Or 2r ' Re Or? ie (3) 
Die zugehérigen Randbedingungen lauten Vp, = 0 fir r—r; und r—r,. Betrachten wir jetzt 
die Grenzschichtstrémungen an den Wanden z—-|} so kénnen wir die Tragheitsglieder von 


(2a) ganz streichen, da sie ja gegeniiber 2 Ev,, und — } gp/ar unter den gemachten Voraus- 
setzungen klein bleiben. Von den Zahigkeitsgliedern wird 0? v,/0z2* grof gegeniiber den anderen 
Zahigkeitsgliedern, so daB wir diese ebenfalls streichen kénnen. In (2b) kénnen wir die Trag- 


heitsglieder gegeniiber 2 v, ebenfalls fortlassen. Von den Zahigkeitsgliedern brauchen wir 


wieder nur ev, /az" zu beriicksichtigen. AuBerdem kénnen wir auch das Glied = of vernach- 
Te 
lassigen, da schon in der Kernstrémung 2 €v,, von der Gréfenordnung - us ist, und hier aus 
roy 
Kontinuitatsgriinden v, und damit auch 2¢év, erheblich gréSer sind als oe Damit lauten 
ae 
die Differentialgleichungen fiir die Grenzschichtstrémungen dann 
1 dp 1 08g; , 
2 or ‘n Re a2? | AS ip Os ey 
1 02 ve 
Ty as ace es (4b) 
Die zugehérigen Randbedingungen lauten 
fir den wandseitigen Rand:z=-+1}, v=0, 4—0, 
fiir den strémungsseitigen Rand: v, = ros Vg = Up, 


AuBer durch diese Randbedingungen ist die Kernstrémung mit der Grenzschichtstrémung noch 
dadurch gekoppelt, daB der der Komponente v,, entsprechende Radialfluf in der Kernstrémung 
gleich dem entsprechenden Riickflu8 in der Grenzschicht sein muf. 

Das radiale Druckgefalle —} @p/dr in (4a) ist gleich dem radialen Druckgefalle in der Kern- 
strémung und nach (2a) unter Vernachlassigung der kleinen Glieder gleich —2 Ev,,. Durch 


Einfiihren in (4a) und (4b) erhalten wir fiir die Grenzschicht 


1 0?v; 

Re a2 + 2 E(u, Vy) =), (5a) 
1 OP vy — ia 
Re 02? A Ua A >) 


Diese Gleichungen fiir die Grenzschicht wurden nun bereits von Ekman’? gelést, der die gleichen 
Strdmungen bei Luft- und Meeresstrémungen fand. Als Lésung ergibt sich 


= 1 
V, = — Ug, sin |Reé (7+ z) oe VReé (. 6 iy j (6a) 


Vo a Vo 


Leos JRe E(=+ 30" eal], (6b) 


an der Wand z= -| 4 haben wir in (6a) und (6b) z+ 3 durch 3 — # zu ersetzen. In (6a) und (6b) 
ist die Gréke Vg, d.h. die v,-Komponente der Kernstrémung noch unbekannt. Wir miissen 
sie aus (3) ermitteln. Dazu miissen wir zunachst v,, in (3) auf Grund von (6a) und (6b) durch v,, 
ausdriicken. Dies kann in einfacher Weise dadurch geschehen, da® wir den radialen Flu8 in 
beiden Grenzschichten gleich dem entsprechenden radialen RiickfluB in der Kernstrémung 
setzen, da die Kontinuitatsgleichung erfiillt sein muf. Bezeichnen wir die mit der Kanten- 
lange a dimensionslos gemachte Dicke der Grenzschicht mit 6, so ergibt sich 


Diese Formeln gelten fiir die Grenzschicht der linken Seitenwand z= —4. Fiir die Grenzschicht 


1 W. Ekman, Dynamische Gesetze der Meeresstromungen. Innsbrucker Vortrage 1922, 
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ae || 
Fithren wir hier fiir v, den Ausdruck aus (6a) ein und integrieren statt bis 6 gleich bis ©, +H 
wegen des exponentiellen Abfalles von v, erlaubt ist, so ergibt sich 

2 l ENE el ve | 


= ——— Vy = —— ————  —_—". 
“O> Ja=20 5) Ree 6 l= 20 ee ieee 


Alsungefahre dimensionslose Grenzschichtdicke kénnen wir nach (6a) und (6b) d=a/)/ Re & wahley 
Die v,-Komponente ist hier gerade Null und die v,-Komponente hat den Wert \l— e Vg, © a 
erreicht. Damit erhalten wir 

Oly Ee °%> ao "% 
0 1—27/VReé VReé VRe&é—2a VReé 
Durch Einfithren dieses Ausdruckes in (3) erhalten wir als Differentialgleichung fiir die Ker 
stromung 


Vy 


Se 


VY, Ove, Arm 1 Ove, 5+ v9, c| 
VReé—2n OF 2r 9 Re ort VReé—2a 


gegeniiber dem Coriolisglied, so da® wir sie vernachlassigen kénnen. AuSerdem kénnen wir 2) 


gegen jReé streichen und erhalten 


Arm z] Re 
5 <= —2/é/Re Vee== OP 
oder 
Tm A Re , 
et aes ( 


Wir bekommen also in der Kernstrémung eine Geschwindigkeitsverteilung, die proportional 1A} 
geht. Die Randbedingung v,,—0 fiir rr; und r=, laBt sich beim Fortlassen des Rex) 
bungsgliedes natiirlich nicht mehr erfiillen. 

Da nun unter den gemachten Voraussetzungen die Seitengrenzschichten diinn gegeniibet 
der Kernstrémung sind, mu nach der Definitionsgleichung v, = 1 naherungsweise gelten 


Und damit ergibt sich aus (8) fiir den Druckabfallkoeffizienten A 


4 tl Res 1 _ 4VReé 
Re ne [eee ee Rowe 
Mees, 


Der Naherungsausdruck auf der rechten Seite gibt den genauen Ausdruck auf der linken Seit« 
recht gut wieder, da die Abweichungen nur von der Ordnung 1/r,, sind, und wir r,,S> 1 voraus+ 
gesetzt hatten. Auf den gleichen Naherungsausdruck waren wir gekommen, wenn wir gleich im 
(7) den Ausdruck }/r,,/r durch seinen Mittelwert 4A ersetzt hatten. Bei den folgenden Rech-+ 
nungen, die auch die anderen Glieder von (7) beriicksichtigen, wollen wir dies der Einfachheiti 
halber tun, da der Einflu® auf den A-Wert nur gering ist. 


d) Verbesserung der Lisung. Zuerst wollen wir die Formel fir 2 dadurch verbessern, 
da8 wir in der (7) fiir die Kernstrémung das Reibungsglied beriicksichtigen. Dagegen soll das 
Beschleunigungsglied zunichst noch vernachlassigt werden. Dies erscheint aus folgendemi 
Grunde gerechtfertigt. Nach Beriicksichtigung des Reibungsgliedes haben wir ein in der Kanal- 
mitte ungefaéhr konstantes v,, zu erwarten, das an den Randern r= r,; und r= yx, steil auf! 


Null abfallt. Nur in diesen Randschichten hat das Beschleunigungsglied eine wesentliche GroBe,, 


da ja in der Kanalmitte év,,/¢r anndhernd Null sein wird. Wegen des Vorzeichenwechselsi 
von dv, /dr wird es in der einen Randschicht bremsend und in der anderen beschleunigend 


wirken, so daB sich sein Einflu8 im wesentlichen auf die Profilform aber wenig auf die Durch 


fluBmenge und damit auf den A-Wert auswirken wird. 
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Aus (7) erhalten wir fiir diesen Fall 


A 1 0? ve, 2 Fug, 
2 Re or? epee ys ed (10) 


Fir r=r,-+ } und r=r,,— 4 mu fone a= 0 sein. Als Lésung ergibt sich 


I DE Re 
/ReEé—2x Gof | VRee—27” (n=) 
: : rebar eo ‘ade 
$ / 2 & Re 
Col |) 
| al z | VReE—22 


Vv, 


le 
Po AO 


Um nun wieder den Reibungsbeiwert 4 zu erhalten, miissen wir den Mittelwert von v, iiber 


Ss ganzen Querschnitt bilden und diesen definitionsgema® gleich 1 setzen. Dieser Mittelwert 
autet 

24 iy be 

Dp == (Ll — 2:07) | v,,dr=1. 


eee 
Dabei ist 0* die Verdrangungsdicke der Seitengrenzschicht. Der Faktor 1 — 2 6* beriick- 
sichtigt also den EinfluB dieser Seitengrenzschicht auf den Durchfluf. 
Aus (6b) ergibt sich in hinreichender Naherung die Verdrangungsdicke 
1 
6* = —__.. 
2 Re E 


Setzen wir diesen Ausdruck in (12) ein und fithren das Integral unter Beriicksichtigung von (11) 
aus und lésen nach J auf, so ergibt sich unter Vernachlassigung kleiner Glieder héherer Ordnung 


, 4\/Reé 1 


| (ee) er) (Te) 
|Reé VReé Re é 


Aus dieser Gleichung erkennen wir, da A sich in der Form 


be efi (eS) 
ae a Ree 


(13) 


darstellen 1aBt. Setzt man diesen Ausdruck in (11) ein, so erkennt man, da auch der Verlauf 
von ,, iiber r nur von Reé abhangt. 

Wir wollen nun den Einflu8 des bisher vernachlassigten Beschleunigungsgliedes auf A und 
den v,,-Verlauf untersuchen. Da es sich hier doch nur um eine kleine Korrektur der bisherigen 
Formeln handelt, wollen wir bei diesen Untersuchungen den Einflu8 der Seitengrenzschicht fort- 
lassen, d. h. in (7) fiir die Kernstrémung wollen wir 2 7 gegen //Re — vernachlassigen. Fiir groBe 
Re é-Werte ist dies ohne weiteres zulassig, und fiir kleine Re &-Werte kénnen wir in erster 
Naherung den Einflu®B des Beschleunigungsgliedes und den EKinfluf der Seitengrenzschichten 
getrennt behandeln und dann spater beide Einfliisse addieren. Da r,, groB gegen 1 ist, wollen 
wir ferner r durch seinen Mittelwert r,, ersetzen. Aus (7) folgt dann 


7 il 0? vp em 
aes | OEE eT 
eS rare eS ee (14) 


\Reé "0 Or 
Um nun aus dieser Differentialgleichung fiir ein bestimmtes Re und & den v,,- Verlauf und A 
durch Integration za bestimmen, miBten wir folgendermafen vorgehen: Wir wahlen Re und &, 
schatzen dann den zu erwartenden j-Wert und integrieren anschlieBend die Differentialgleichung 
fiir die Randbedingungen v,, = 0 fir r=7,+1 und r=7T,— 4- Danach bilden wir den 
~Mittelwert von Vp, und sehen zu ob dieser gleich | ist. Wenn %,, nicht gleich | ist, muB das 
Verfahren mit abgednderten / so lange wiederholt werden bis 0, = List. Um dies umstandliche 
Verfahren zu vermeiden, wollen wir andere dimensionslose GroBen fiir vy, und / einfiihren, indem 


wir die Geschwindigkeiten und den Druck nicht mehr mit der mittleren Strémungsgeschwindig- 
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a 


keit V, sondern mit der Geschwindigkeit v/a dimensionslos machen. Es ergibt sich dann 


5 Oe Oe (15.)) 


Po y 0 
pare ewe ce ( 
Durch Einfiihren dieser Groen in (14) ergibt sich 
aA i ore ey 
Le Cie ee Py oVR 16) | 
VRe& Vo, or 2 tc Or? V e€ Vo, ( ) 


In dieser Gleichung kénnen wir nun Re& und 2 in gewissen Grenzen beliebig wahlen und die) 
Differentialgleichung integrieren. Aus dem le -Verlauf erhalten wir dann durch Mittelwertbildung i 


wegen (15a) die zugehérige Re-Zahl, also 


Fiir v,, und A ergibt sich 
de A 
V9, = Re und A= Ra’ | 
Fir den Fall |Reé= 70 und 7560000 wurde die Differentialgleichung (16) numerisch inte- +) 
griert. Es ergibt sich dann durch Integration der v,-Kurve die Re-Zahl 1592. Daraus folgti} 
dann nach (15h) A= 0,22095. Berechnet man den /-Wert fir /Re €—70 und Re=—1592 nach} 


(13) unter Fortlassen der Glieder 1 — 2 nV Re& und | — 1//Reé , die ja nur von der Beriick- | 
sichtigung der Seitengrenzschichten stammen, die ja bei unseren numerischen Rechnungen auch 
vernachlassigt wurden, so ergibt sich A= 0,21165. Die Beriicksichtigung des Beschleunigungs- | 


D gliedes ergibt also nur eine Er- | 
bee hébung des A-Wertes um 4,2%,. i 
‘ Der EinfluB des Beschleunigungs- || 
12 gliedes auf das Profil der Kern- | 
strémung ist aber erheblich héher. 
f wie man aus Abb. 3 erkennt, bei || 
2 igs der einmal das durch numerische || 
Integration gewonneneProfilnach || 
F oe (16) und das Profil nach (11) 
unter Vernachlassigung von 27 
ry gegen VReé (Vernachlassigung 
des Einflusses der Seitengrenz- 
aa schicht) eingetragen wurde. Wir 
sehen, da®B durch Beriicksichti- | 
| es gung des Beschleunigungsgliedes — 
, das Profil stark asymmetrisch ge- 


ny Os Fon mrge Worden ist. Hatten wir die Diffe- 
Abb. 3. Geschwindigkeitsprofil der Kernstromung rentialgleichung fiir den Fall inte- | 
J. ohne Beschleunigungsglied, 2. mit Beschleunigungsglied. griert, daB die Strémung gegen- — 
sinnig zur Rotation verlauft, | 
hatten wir cin zur Mittellinie spiegelbildliches Profil erhalten. 

Der gesamte Strémungsverlauf im Kanalquerschnitt, d.h. die v, und v,-Komponente fiir 
Kernstrémung und Seitengrenzschicht ist fiir den gleichen Re é-Wert wie in Abb. 3 in Abb. 4 
dargestellt. Die zugehérige v,-Komponente folgt aus dem 1,-Verlauf nach der Kontinuitats- | 
gleichung (2d). In Abb. 4 ist der Strémungsverlauf fiir den Fall dargestellt, da8 Rotation und | 
Strémung gleichsinnig erfolgen. Will man das entsprechende Bild fiir den Fall haben, da® | 
Strémung und Rotation in entgegengesetzter Richtung erfolgen, mu8 man die v,-Komponente 
in umgekehrter Richtung zeichnen und das senkrechte Profil in Abb.4 an der Mittellinie 
spiegeln. 

Setzt man in (14) fiir 2 den Naherungsausdruck 4 Reé/Re ein, so erkennt man, daB bei 
festen Re& mit wachsender Re-Zahl das Beschleunigungsglied relativ zu den anderen Gliedern | 
wachst und damit auch sein Einflu8 auf den j-Wert und das Profil zunimmt. | 
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Wir haben bisher stets vorausgesetzt, da® der Kanal ring- oder schraubenférmig ist. Es 
laBt sich jedoch einfach zeigen, daB sowohl unsere theoretischen Ableitungen wie auch unsere 
Messungen genau so gut auch fiir einen radialen oder spiralenformig verlaufenden Kanal 
quadratischen Querschnittes gelten miissen. Hat man namlich einen solchen radialen oder 
spiralenférmig verlaufenden Kanal, so erhalt man fast die gleichen Differentialgleichungen fiir 
die Strémung wie beim ring- oder schraubenférmigen Kanal, wenn man Polarkoordinaten ein- 
fiihrt, deren Zentrum im Kriimmungsmittelpunkt des Kanales liegt. Der einzige Unterschied 
besteht nur darin, daB jetzt die Beschleunigung w? R nicht mehr senkrecht zur Kanalrichtung 
hat. Durch Einfithren eines Druckes P’ = P-+¢/2 w? R? fallt dieses Glied genau so wieder 
fort wie beim ring- bzw. schraubenférmigen Kanal. Man erhalt daher die gleichen Gleichungen 


Gl. (2a) bis (2d) und damit auch das gleiche Strémungsfeld und den gleichen A-Wert. 


3. Experimenteller Teil. a) Versuchs- 
aufbau. Zur Priifung der im theoretischen 
Teil abgeleiteten Ergebnisse wurden Druck- 
abfallmessungen an einem rotierenden schrau- 
benférmigen Kanal durchgefithrt, der dadurch 
hergestellt wurde, da®B ein schraubenférmiger 
Gang von 1515 mm mit einer Steigung von 
20mm ineinenAluminiumzylinder von 185mm 
Durchmesser eingeschnitten wurde. Durch 
Aufschrumpfen eines Aluminiumhohlzylinders 
wurde der Kanal nach aufen abgeschlossen. 
Die Luft wird dem Kanal durch die hohle 
Welle, radiale Bohrungen und einen ring- 
formigen Sammelraum zugefiihrt. Die Ab- 
fiihrung der Luft erfolgt in der gleichen 
Weise am anderen Wellenende. Um den 
zusatzlichen Druckabfall, der beim Einlauf 
der Strémung in den Kanal und der Aus- 
bildung des endgiiltigen Profiles entsteht, Abb. 4. Geschwindigkeitsverteilung im Kanalquerschnitt. 
nicht mitzumessen, befindet sich die erste 
Druckanbohrung ungefahr 50 Kantenlangen, d. h. 750 mm vom Anfang des Kanales entfernt. 
Die zweite Druckanbohrung befindet sich genau 12 Gang hinter der ersten, so dafs der 
Druckabfall iiber eine Strecke von 425 Kantenlangen oder 6400 mm gemessen wurde. Die 
Welle war in zwei Kugellagern gelagert und wurde durch einen Motor iiber ein stufenloses Ge- 
triebe angetrieben, wobei Drehzahlen von 4600/min erreicht werden konnten. Die Mef- 
driicke von den beiden Druckanbohrungen wurden an der Welle iiber élgedichtete, nicht mit- 
rotierende Kammern abgenommen. Die Menge der durch den Kanal gesaugten Luft wurde 
durch eine MeSBblende gemessen. 


b) Versuchsdurchfiihrung und Auswertung. Bei den festen Drehzahlen == 0, 
n—= +1140, n= +2280, n= +3420, n = 4560 wurde der Druckabfall zwischen den beiden 
DruckmeSbohrungen in Abhangigkeit von der durchflieBenden Luftmenge gemessen. Gleich- 
zeitig wurden die Absolutdriicke an den beiden MeBstellen gemessen. Dabei wurde der Druck- 
abfall durch die Zentrifugalkrafte in den beiden mitrotierenden Druckmefleitungen rechnerisch 
beriicksichtigt. Wegen der symmetrischen Leitungsfithrung fiir die beiden DruckmeSstellen 
hebt sich bei der Druckabfallmessung dieser Einfluf der Zentrifugalkrafte heraus. Nur bei 
groBben DurchfluBgeschwindigkeiten, bei denen der Druck im Kanal so weit abfallt, daB eine 
merkliche Dichtedanderung auftritt, sind die Druckanderungen durch die Zentrifugalkrafte in 
den beiden Leitungen nicht ganz gleich. Hier wurde ebenfalls eine rechnerische Korrektur des 
Differenzdruckes vorgenommen. Die Temperatur der strémenden Luft wurde gleich der Zimmer- 
temperatur gesetzt, da die Luft ja direkt aus dem Raum angesaugt wurde und der Aluminium- 
zylinder ebenfalls Zimmertemperatur hatte. Die Anderung der Lufttemperatur durch die Be- 
schleunigung der Luft beim Ansaugen und durch die Pumpwirkung der radialen Zufithrungs- 
kanadle war bei den gréBten Strémungsgeschwindigkeiten und Drehzahlen so gering, daf sie 
vernachlassigt werden konnte. 

Um nun eine groBe Allgemeingiiltigkeit der Messungen zu erreichen, und um sie mit den 
Rechnungen des theoretischen Teiles vergleichen zu kénnen, wurden die gemessenen Werte in 
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| 
geeigneter Weise dimensionslos gemacht. Die DurchfluBmenge wurde durch die Reynoldssche 
Zahl Re= Vag/u dargestellt, wobei V die itber den Kanalquerschnitt gemittelte Geschwindig, 
keit ist, a die Seitenlinge des quadratischen Kanales, 9 die Dichte und yw die Zahigkeit der Luftt 

Der Druckabfall p,—p, wurde durch den dimensionslosen Rohrreibungsbeiwert / 
(p,— po) a/} o V21 dargestellt, wobei | die Lange des Kanales zwischen den beiden DruckmeB}) 
stellen ist, gemessen lings der durch die Querschnittmitte des Kanales gehenden Schraubenlinie: 

Die Drehzahl n wurde durch den Parameter = aqw/V bzw. Re &=w*ao/u dargestelltt 
wobei w die Kreisfrequenz der Drehung ist. 

Bei gréBeren DurchfluBgeschwindigkeiten tritt nun langs des Kanales ein betrachtlicher 
Druckabfall auf, so daB sich auch der absolute Druck und damit auch die Dichte und die Ge» 
schwindigkeit lings des Kanales andert. Nach der Kontinuitatsgleichung bleibt aber 9 V unc 
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Abb. 5. Reibungsbeiwert A tiber der Re-Zahl. 


damit unter Voraussetzung konstanter Temperatur auch die Re-Zahl konstant. Der 6rtlichey 
Druckabfallbeiwert / (gebildet mit dem Druckabfall iiber eine kleine Lange 41) hangt nun nur) 
von der Re-Zahl ab und ist daher langs des ganzen Kanales konstant. Der Staudruck g= 4 9 V’ 
ist dagegen langs des Kanales verinderlich. Wir haben nun in diesen Fallen den Beiwert / 
mit dem mittleren Staudruck q= } (} 0, V2 -+ 4 0, V<) gebildet, also 
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Kine einfache Rechnung zeigt, dai diese Formel exakt den richtigen j- Wert fiir die entsprechende} 
Re-Zahl ergibt. | 


c) Versuchsergebnisse. In Abb. 5 und 6 sind nun die Ergebnisse der Messungen auf- 
getragen. Und zwar ist iiber dem Logarithmus der Reynoldsschen Zahl der Logarithmus von | 
aufgetragen. Als Kurvenparameter ist der Wert Re & benutzt. Da nun bei den Messungen ausi 
versuchstechnischen Griinden m und nicht Re é konstant gehalten wurde, dndert sich der: 
Wert Re & langs der MeBkurven ein wenig, da sich die mittlere Dichte im Kanal wegen dest 
Druckabfalles etwas andert. Diese Anderung von Re € hat aber nur bei gré®eren Re-Zahlen einet 
meBbare GréGenordnung. Sie ist bei der Auftragung dadurch beriicksichtigt, daB an die MeB-| 
kurven an einigen Stellen die jeweiligen Re &-Werte angeschrieben sind. Gleichzeitig ist in die} 
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beiden Abb.5 und 6 das Widerstandsgesetz fiir den geraden nicht rotierenden Kanal fiir laminare 
und fiir turbulente Strémung eingetragen. AuSerdem wurde die gemessene A-Kurve fiir Re € = 0 
d. h. das Widerstandsgesetz fiir den gekriimmten nicht rotierenden Kanal eingetragen. Fiir sedan 
Re &-Wert ergeben sich zwei Kurven, die sich dadurch unterscheiden, daB einmal die Strémung 
in den schraubenférmigen Kanal gleichsinnig mit der Rotation und zum anderen gegensinnig 
mit der Rotation strémt. 


Wir kénnen nun bei den Kurven drei Re-Zahlbereiche unterscheiden: 


1. der Re-Zahlbereich in dem €S 1/r,, ist, 
2. der Re-Zahlbereich in dem § ~ 1/r,, ist, 
3. der Re-Zahlbereich in dem € <1/r,, ist. 


Der erste Fall ist derjenige, den wir unseren Rechnungen zugrunde gelegt haben. Zur Priifung 
unserer Rechnungen haben wir daher als dick ausgezogene Kurve in den beiden Abb. 5 und 6 
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Abb. 6. Reibungsbeiwert / iiber der Re-Zahl. 


den J-Wert nach (16) eingetragen. Wir erkennen, da® unsere Rechnungen den Druckabfall 
recht gut wiedergeben. Der Grund dafiir, da® die gerechneten Kurven Geraden sind, wahrend 
die gemessenen Kurven leicht nach oben gekriimmt sind, liegt darin, daf wir bei den Rechnungen 
das Beschleunigungsglied vernachlassigt haben. Im theoretischen Teil hatten wir namlich 
gesehen, dafs die Beriicksichtigung des Beschleunigungsgliedes eine mit der Re-Zahl wachsende 
Vergréferung des J-Wertes ergibt, was einer Kriimmung der /-Kurve nach oben entspricht. 
Im dritten Bereich sind die Coriolisglieder 2 &v, und 2 &v, in (2 a) und (2b) klein gegeniiber 
den Kriimmungsgliedern v3,/r und ¥, v,/T. Hier muB der Einflu8 der Rotation ganz verschwin- 
den, und die Kurven miissen sich der Kurve fir Re é = 0 nahern, wie es die Messungen auch 
zeigen. Derartige Strémungen an einem gekriimmten, aber nicht rotierenden Kanal wurden 
bereits ausfiihrlich in Arbeiten von Adler! und J. R. Weske* untersucht. Sie sollen hier nicht 
naher untersucht werden, da wir uns ja auf Strémungen in einem rotierenden System be- 
schranken wollen. Wir wollen aber kurz das Ergebnis der Adlerschen Untersuchungen an- 
geben, da wir es fiir die Erklarung des Widerstandgesetzes im zweiten Bereich brauchen. 
Nach diesen Untersuchungen bildet sich bei der Strémung durch ein gekriimmtes Rohr bei 
hohen Re-Zahlen eine Grenzschicht an den Seiten des Rohres aus, die nach der Innenseite 
des gekriimmten Rohres flieBt, wahrend der Kern der Strémung sich langsam in entgegen- 


1 M. Adler, Z. angew. Math. Mech. 14 (1934), 8. 257. 
2 J. R Weske, Journal Applied Mechanics 15 (1948), 5. 344. 
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gesetzter Richtung bewegt. Wir haben also duferlich gesehen das gleiche Strémungsbild wie 
im Bereich 1. Der Unterschied besteht nur darin, daB im Bereich 1 die Sekundarbewegung 
durch das Coriolisglied 2£v, in (2a) hervorgerufen wird, wahrend sie im Bereich 3 durch das 
Zentrifugalglied v2/r hervorgerufen wird. Da nun aber das Coriolisglied 2€v, mit v, sein Vor- 
zeichen dndert, wihrend das Zentrifugalglied v;/r stets dasselbe Vorzeichen hat, kann bei der 
durch das Coriolisglied hervorgerufenen Sekundarbewegung sowohl der Kern nach auben und 
die Grenzschicht nach innen als auch der Kern nach innen und die Grenzschicht nach auBen 
strémen, je nach der Richtung von v, relativ zur Drehbewegung, wahrend bei der durch das 
Zentrifugalglied hervorgerufenen Sekundarbewegung stets der Kern nach aufen und die Grenz- 
schicht nach innen strémt. 

Im zweiten Bereich sind nun das Coriolisglied und das Zentrifugalglied von gleicher GréBen- 
ordnung. Wenn nun Strémung und Rotation im gleichen Sinne erfolgen, wird die durch das 
Coriolisglied hervorgerufene Sekundarbewegung durch das Zentrifugalglied verstarkt, wahrend 
sie im Falle der gegensinnigen Strémung gebremst wird. Dadurch tritt im ersten Falle eine 
VergréRerung des 7-Wertes auf, wahrend im zweiten Falle eine Verminderung auftritt. Bei 
einer gewissen Re-Zahl kénnen im Falle, in dem Strémung entgegengesetzt zur Rotation ver- 
lauft, sich beide Glieder annahernd aufheben und die Sekundarbewegung stark schwachen. 
In diesem Falle ist zu erwarten, daB ungefahr die 7-Werte des geraden Kanales erreicht werden. 
Wir erkennen aus den Abb. 5 und 6, da® diese Vermutung sehr gut erfiillt wird. Samtliche 
-vier Kurven fiir die Strémung entgegengesetzt zur Rotation berithren die Kurve fiir die tur- 
bulente Strémung im geraden Kanal. Es ist jedoch zu beachten, da die Sekundarbewegung 
nicht ganz aufhéren kann, denn das Coriolis- und das Zentrifugalglied kénnen sich nicht iiber 
den ganzen Querschnitt gleichzeitig aufheben, da das eine Glied mit v, und das andere mit 
v; geht. Es sei hier noch darauf hingewiesen, daf in den Schaufelkanalen eines Radial- 
geblases bei den sogenannten vorwartsgekriimmten Schaufeln durch das Zentrifugal- und 
Coriolisglied auf die gleiche Art eine Verstarkung der Sekundarbewegung auftritt, wahrend 
bei den riickwartsgekriimmten Schaufeln eine Schwachung auftritt. Wenn hier auch im 
allgemeinen kein Kanal konstanten Querschnittes vorliegt und keine ausgebildete Kanal- 
strémung vorhanden ist, so treten hier doch die gleichen Sekundarbewegungen und Ver- 
luste auf. Dies ist mit ein wesentlicher Grund fiir den bekanntlich besseren Wirkungsgrad 
der Rader mit riickwartsgekriimmten Schaufeln. 

d) Turbulenzverhalten der Stréimung. Betrachtet man die j-Kurven fiir 
die verschiedenen Re &-Werte, so sieht man weder bei der Kurve fiir Re& = 0 noch bei den Kurven 
fiir endliche Reé-Werte einen fast sprungweisen Ubergang von einem laminaren zu einem tur- 
bulenten Widerstandsgesetz, wie er ja bekanntlich in einem geraden Kanal ohne Rotation bei 
Re~ 2000 auftritt. Um nun zu sehen wie weit die hier untersuchten Strémungen turbulent 
sind, wurde in der Kanalachse des schraubenférmigen Kanales ein Hitzdraht von 0,008 mm 
angebracht und mittels eines Turbulenzmefgeriates (elektrischer Verstaérker mit Kompen- 
sationsschaltung fiir die Warmetragheit des Hitzdrahtes) die turbulenten Schwankungen ge- 
messen bzw. mit einem Kathodenstrahloszillographen sichthar gemacht. Der Hitzdraht war 
dabei ziemlich am Ende des schraubenférmigen Kanales angebracht, so da die Stérungen 
vom Kanaleinlauf sicher abgeklungen waren. Die Zuleitungen zum Hitzdraht im rotierenden 
Kanal wurden dabei iiber umlaufende Quecksilberkontakte auf der Welle geleitet, um Stérungen 
durch Schleifkontakte zu vermeiden. 

Bei diesen Hitzdrahtuntersuchungen war jedoch eine quantitative Messung der Starke der 
Turbulenz nicht méglich, da namlich bei hohen Geschwindigkeiten die auftretenden Frequenzen 
der Geschwindigkeitsschwankungen am Hitzdraht viel zu hoch waren, um trotz des kleinen 
Hitzdrahtdurchmessers und der Warmetragheitskompensationsschaltung richtig wiedergegeben 
zu werden. Der Grund fiir die hohen Frequenzen der Geschwindigkeitsschwankungen liegt 
darin, dafi wir bei hohen Strémungsgeschwindigkeiten gemessen haben (bis 50 m/s) und daB 
wegen der kleinen Kanalabmessungen (15 x 15mm) die auftretenden Turbulenzelemente 
sehr klein sind. Einem Durchmesser der Turbulenzelemente von 2 mm entspricht z. B. bei 
einer Stromungsgeschwindigkeit von 50 m/s bereits eine Frequenz von 25000 Hz, wahrend das 
Gerat nur Frequenzen bis annihernd 10000 Hz richtig wiedergibt. Man kann daher mit dem 
Hitzdraht nur feststellen, ob die Strémung laminar oder ob sie mehr oder weniger turbulent 
ist, ohne quantitativ die Starke der Turbulenz angeben zu kénnen. 

Wir wollen nun auf Grund der j-Messungen und der Hitzdrahtuntersuchungen den EinfluB 
der Turbulenz auf die A-Kurven besprechen. Betrachten wir zunachst die A-Kurve fiir Re é=0, 
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das hei®t die Kurve fiir den gekriimmten nicht rotierenden Kanal, so liegt die einzige Unregel- 
mafigkeit im Verlauf dieser Kurve bei Re ~ 25000, denn hier andert die Kurve ziemlich schnell 
ihre Richtung und lauft fiir groBe Re-Werte annahernd horizontal. Man kénnte nun zunachst 
vermuten, daf® hier bei Re~ 25000 die Strémung anfinge turbulent zu werden, und da die 
Starke der Turbulenz mit zunehmender Re-Zahl anstiege, da hierdurch ein entsprechender 
Kurvenverlauf erklart wiirde. Mit dem Hitzdraht beobachtet man jedoch, daf schon bei Re- 
Zahlen von Re— 700 bis 800 die erste schwache Turbulenz beginnt, und da die Intensitat 
dieser Turbulenz dann mit zunehmender Re-Zahl immer starker wird. Der Grund fiir dies 
allmahliche Ansteigen der Turbulenzstirke wird darin legen, da®B in der Kernstrémung eine 
Instabilitat entsteht, die zur Turbulenz fithrt, wobei jedoch beim Riickstrémen durch die Seiten- 
grenzschichten, deren Re-Zahl noch so klein ist, daB& hier die Strémung noch laminar ist, die 
Turbulenzintensitat wieder stark vermindert wird. Je héher nun die Re-Zahl wird, desto starker 
werden die Instabilitaten, und es kann sich daher eine stirkere Turbulenz aushbilden ehe sie 
beim Durchstrémen der Seitengrenzschichten wieder geschwiacht wird. Der Knick der Kurve 
bei Rex 25000 wird dann wahrscheinlich dadurch bedingt, da®B hier auch die Seitengrenz- 
schicht anfangt turbulent zu werden. 


Bei endlichen Re&-Werten, das heiBt bei rotierendem Kanal, tritt ebenfalls schon bei Re- 
Zahlen von ungefahr 1000 eine schwache Turbulenz auf, die mit steigender Re-Zahl anwachst, 
ohne jedoch die Intensitaét zu erreichen, wie sie im geraden nicht rotierenden Kanal auftritt. 
Auch hier wird die Turbulenz in der Kernstrémung entstehen und dadurch klein gehalten, 
daf sie beim Riickstromen durch die Seitengrenzschichten jedesmal wieder abgeschwacht wird. 
Die Seitengrenzschichten werden dann erst bei erheblich hiheren Re-Zablen turbulent werden, 
da die mit der Grenzschichtdicke gebildeten Re-Zahlen erheblich Kleiner sind als die mit der 
Kanalhéhe gebildeten Re-Zahlen. Der Grund dafiir, da® die fiir laminare Rechnung durch- 
gefiihrten Rechnungen selbst in dem Bereich, in dem der Kern der Strémung schon turbulent 
ist, noch gut mit den Messungen iibereinstimmen, liegt darin, daB die Kernstrémung durch 
die Turbulenz nur wenig beeinfluBt wird. In der Kernstrémung wird ja, wie wir im theoretischen 
Teil gesehen haben, dem Druckgradienten im wesentlichen durch das Coriolisglied das Gleich- 
gewicht gehalten, wahrend die Zahigkeit und damit auch die Turbulenz, die ja wie eine schein- 
bare Zahigkeit wirkt, nur einen geringen Einflu® auf die Kernstrémung haben. Erst beim Tur- 
bulentwerden der Seitengrenzschichten wird sich der Einflu8 der Turbulenz auf die Strémung 
starker bemerkbar machen. Diesen Effekt kénnen wir in unserem Falle durch Vergleich von 
Rechnung und Messung nicht mehr feststellen, da vorher andere Voraussetzungen der Rechnung 
nicht mehr zutreffen (insbesondere daf das Zentrifugalglied klein gegen das Coriolisglied ist). 


4, Zusammenfassung. In einem Kanal mit quadratischen Querschnitt, der um eine Achse 
rotierte, die senkrecht zur Kanalachse steht, wurde die ausgebildete Strémung untersucht. 
Dabei zeigte sich, daB man bei geniigend hoher Rotationsgeschwindigkeit des Kanales das 
Strémungsfeld in zwei Gebiete aufteilen kann. Namlich in eine Grenzschichtstrémung an den- 
jenigen Seitenwanden des Kanales, die in Richtung der Normalen zur Rotationsachse verlaufen, 
und in eine Kernstrémung, die das iibrige Gebiet des Kanales ausfillt. Dabei sind in den 
Gleichungen fiir die Grenzschichtstromung nur die Coriolis-, Druck- und Zahigkeitskrafte wesent- 
lich, wihrend man bei der Kernstrémung fiir eine erste Naherung nur diein Kanalrichtung fallende 
Komponente der Corioliskraft und das Druckgefille zu beriicksichtigen braucht. Unter diesen 
Vereinfachungen und unter Beriicksichtigung der AnschluBbedingungen zwischen den beiden 
Gebieten konnte fiir laminare Strémung das Stroémungsfeld und der Reibungsbeiwert A fiir den 
Kanal ausgerechnet werden. Es zeigte sich dabei, daB der Reibungswiderstand in einem Kanal 
in einem rotierenden System sich ganz erheblich von den Werten unterscheidet, die fiir die 
Kanalstromung im ruhenden System bekannt sind. Die erhaltene Formel fiir den Reibungs- 
beiwert 7 konnte noch dadurch verbessert werden, daf auch das Reibungsglied in der Gleichung 
fir die Kernstrémung mitberiicksichtigt wurde. Durch eine numerische Integration der Dif- 
ferentialgleichung fiir die Kernstromung wurde dann noch der Einflu8 des Beschleunigungs- 
gliedes auf den /-Wert abgeschatzt, wobei sich ergab, da® dieser Einflu®B im allgemeinen nur 
gering ist. 

Zur Priifung der abgeleiteten Formeln fiir den Reibungsbeiwert wurden Druckabfallmessun- 
gen in einem schraubenférmigen Kanal vorgenommen, der um die Schraubenachse rotierte. 
Dabei ergab sich in dem Re-Zahlbereich, in dem die Strémung noch laminar war, eine sehr gute 
Ubereinstimmung mit den Rechnungen. Aber auch in dem Re-Zahlbereich, in dem die Stré- 
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mung bei der Messung bereits turbulent war, stimmten die gemessenen Reibungsbeiwerte noch 
gut mit denen aus der Rechnung fiir laminare Strémung ermittelten iiberein. Der Grund fiir 
diese ungewohnliche Tatsache liegt darin, daB zunachst nur der Kern turbulent wird, was keinen 
groBen Einflu8 auf den Druckabfall hat, da ja bei der Kernstrémung die Wirkung der Zahigkeit 
und damit der Turbulenz nur gering ist. Ein wesentlicher Kinflu8 der Turbulenz auf den Rei- 
bungsbeiwert ist erst dann zu erwarten, wenn auch die Grenzschicht an den Seitenwanden 
turbulent wird, was aber erst bei erheblich héheren Re-Zahlen eintritt als das Turbulentwerden 
der Kanalstrémung im nicht rotierenden System. Die Messungen geben ferner Aufschlu8 iiber 
den Reibungsbeiwert in denjenigen Bereichen, in denen die Voraussetzungen der Rechnung 
nicht mehr gelten. 


(Aus dem Max-Planck-Institut fiir Strémungsforschung.) 


Anschrift des Verfassers: Dr. H. Ludwieg, Géttingen, Béttingerstr. 6/8. 


(Eingegangen am 16. Februar 1951.) 
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Strémung im Ubergangsraum der Wasserturbinen. 


Von M. Strscheletzky. 


1, Einleitung. Die Umstrémung der Laufschaufeln bestimmt im wesentlichen die Arbeit der 
Wasserturbinen und hangt bekanntlich von dem Geschwindigkeitsfeld derjenigen Strémung ab, 
die im Ubergangsraum zwischen dem Leitapparat und dem Laufrad auftritt und durch die 
Leitschaufeln gesteuert wird. Daraus ergibt sich eine fiir den Turbinenbau sehr wichtige Auf- 
gabe, die Strémung im Rotationshohlraum hinter dem Leitapparat zu untersuchen und unter 
Beriicksichtigung der Form des Turbinengehauses und der Bauart der Leit- bzw. Laufschaufeln 
rechnerisch zu ermitteln. Die genaue Lisung dieses Problems ist meist mit der dreidimensionalen 
Analyse der Strémung verkniipft, die eine derart umfangreiche Rechenarbeit mit sich bringt, 
daB® die Méglichkeit einer praktischen Anwendung des Verfahrens fraglich wird. 

Die vorliegende Abhandlung ist einer annahernden Methode gewidmet, die wesentlich ein- 
facher ist als die exakte dreidimensionale Analyse. Die durchgefiihrte experimentelle Nach- 
priifung der Berechnungsergebnisse hat gezeigt, das die nach diesem annahernden Verfahren 
errechneten Strémungen mit den wirklichen Strémungen im Turbinenhohlraum sehr gut itber- 
einstimmen. Hier wird nur die Strémung betrachtet, die hinter dem Leitapparat im Turbinen- 
hohlraum ohne Laufrad entsteht. Die fiir die experimentelle Nachpriifung des Ver- 
fahrens notwendigen Versuche wurden in der Hydraulischen Versuchsanstalt der Maschinen- 
fabrik J. M. Voith G. m.b. H. (Heidenheim) durchgefihrt. Fiir die Genehmigung, diese Ab- 
handlung zu verdffentlichen, bin ich der Leitung der Maschinenfabrik J. M. Voith und ins- 
besondere Herrn Direktor Dr.-Ing. H. F. Canaan zu Dank verpflichtet. 


2. Leitapparat in zweidimensionaler Strémung. Wir wollen zunichst den einfachsten Fall be- 
trachten und nehmen an, daf x gleiche Leitschaufeln ein Kreisgitter bilden, das sich in einer 
zweidimensionalen (ebenen) Strémung einer reibungslosen, volumenbestandigen Flissigkeit be- 
findet. Die Strémung ist weit weg von der Gitterachse rotationssymmetrisch und radial nach 
der Achse hin gerichtet. Unter der Wirkung von Leitschaufeln andert die Strémung ihren Drall 
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Umfangskomponente der Geschwindigkeit und r die Entfernung von der Gitterachse bedeuten. 

Obwohl eine unmittelbare Analyse der Strémung im Gebiet des Kreisgitters méglich ist’, 
ist es im betreffenden Falle fiir praktische Zwecke angenehm, das Kreisgitter in ein gerades, 
unendliches Schaufelgitter konform abzubilden und zuerst die Wirkung dieses Gitters auf die 
zweidimensionale Strémung zu ermitteln®. Da die reibungslose Umstrémung von geraden, un- 
endlichen Gittern, deren Schaufeln praktisch beliebige Form haben kénnen, gut bekannt ist, 
erhalt man damit eine rechnerische Lésung der beiden in der Praxis vorkommenden Aufgaben 
und zwar: 

a) Ermittlung der Wirkung eines gegebenen Kreisgitters auf die Strémung reibungsloser, 
volumenbestandiger Flissigkeit, und 

b) Ermittlung der Profilform des Kreisgitters, dessen Wirkung auf die Strémung vorge- 
schrieben ist. 


3. Leitapparat in dreidimensionaler Stromung. Die unter 2. gezeigte exakte Methode zur Be- 
rechnung des Leitapparates findet im Turbinenbau wenig Anwendung, weil nur eine verhilt- 
nismaBig geringe Gruppe der langsamlaufenden Francis-Turbinen mit solchen Leitapparaten 
ausgeriistet wird, deren Form die Anwendung der zweidimensionalen Analyse erlaubt. Die Leit- 
apparate der schnellaufenden Francis-Turbinen und insbesondere der Propeller- bzw. Kaplan- 
Turbinen werden meist direkt neben dem Ubergangskriimmer des Turbinenhohlraumes ein- 
gebaut. Die Leitschaufeln dieser Turbinen befinden sich also in einer Strémung, die keinesfalls 
als eine zweidimensionale Bewegung betrachtet werden kann, weil alle drei Komponenten der 


1 Fr. Staufer, Wasserkraft und Wasserwirtscha{ft, Bd. 31. (1936), $.212; A. Betz u. J. Fliigge-Lotz, Ing.- 


Arch. 9 (1938), S. 486. 
2 Vel. A. Betz, Konforme Abbildung, Berlin 1948. 
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lokalen Geschwindigkeit im Schaufelraum des Leitapparates von gleicher GréBenordnung sind! 
Da fiir die Entwicklung gerade dieser Turbinentypen eine verfeinerte Analyse der Strémung 
im Turbinenhohlraum zwischen dem Leitapparat. und dem Laufrad nétig ist, scheint es wichtig; 
eine Methode zur Berechnung des Leitapparates zu finden, welche die dreidimensionale (raéum; 
liche) Umstrémung der Leitschaufeln beriicksichtigt. Nur an Hand einer solchen Berechnungs; 
methode kann man die durch Leitschaufeln gesteuerte Strémung im Ubergangsraum zwische 

dem Leitapparat und dem Laufrad richtig rechnerisch erfassen und ausfiihrlich analysieren| 

Die Stromlinien einer stationéren Strémung im Leitapparatraum der schnellaufende 
Wasserturbinen bilden winkelperiodische Rotationsflachen mit der Winkelperiodizitat 27/z . 
Die lokale Geschwindigkeit im Punkt A einer Stromflache fi, ist ¢— ye, + ci, wobei ¢,, dié 
Meridionalkomponente und c, die Umfangskomponente der lokalen Geschwindigkeit ¢ bedeuten, 

Wir denken uns ein orthogonales Netz auf der Stromflache f,,, welches aus den Stromlinien | 
der Meridionalstrémung und aus den Normallinien n besteht. Die zwei nebeneinander liegende 
Stromflichen f, und f,,; bilden eine gekriimmte Stromschicht, deren lokale Dicke m dure 
die Form dieser Stromflachen bestimmt wird und als eine Funktion m (I,,, n) der Koordinate 
l,, ,n betrachtet werden kann. Wir wollen annehmen, daB die lokale Dicke m (1, , n) der Strom: 
schicht im Vergleich zu den Kriimmungsradien der Stromflachen, die diese Schicht abgrenzen: 
geniigend klein ist. . 

Es ist bekannt!, da eine konforme Abbildung der Strémung in gekriimmter Schicht i 
eine zweidimensionale, ebene Strémung nur in dem Falle méglich ist, wenn die betreffend 
gekriimmte Stromschicht eine gleichférmige Dicke m= konst. hat. Fiir diese konforme Abbil- 
dung gilt die Gleichung 


[ie Pe ds=ay eds 1s (1) 


Hierbei bedeuten J’ die Zirkulation der Geschwindigkeit c um eine geschlossene Kontur s auf: 
der Stromflache f;, und J” die Zirkulation der Geschwindigkeit ¢’ um die geschlossene Kontur s’ 
auf der Ebene (x, y), welche eine konforme Abbildung der Stromflache f, darstellt. 

Die orthogonalen Komponenten c, und c, der Geschwindigkeit ¢’ auf der (x, y)-Ebene} 
erhalt man aus den Gleichungen 


cc Cas Cy 0) (2) 


wobei 0 (I, ,n) eine stetige Abbildungs-Funktion bedeutet. 

Es ist nicht méglich, eine Strémung, welche gekriimmte Stromschichten von nichtgleich- 
férmiger Dicke m (I, , n) bildet, in eine zweidimensionale, ebene Strémung konform abzubilden. 
Es ist also nicht moglich, die Umstrémung eines ebenen, unendlichen Schaufelgitters als kon-, 
forme Abbildung der Strémung in der gekriimmten Stromschicht des Leitschaufelraumes zu 
betrachten, wenn diese letztere keine gleichférmige Dicke hat. Fiir praktische Zwecke ist es 
aber angenehm, den Leitapparat auf Grund der Gittertheorie mindestens annihernd zu berech- 
nen, weil dadurch die Rechenarbeit wesentlich vereinfacht und verkiirzt werden kann. 

Bei der Ermittlung der? 
Wirkung von Leitschaufeln) 
auf die Strémung im Uber-: 
gangsraum ist es wichtig, die} 
durch die Leitschaufeln her-- 
vorgerufene Zirkulation J), 
= 2re,, zu ermitteln. Die} 
Zirkulation der Strémung vor} 
den Leitschaufeln sei J’). Da-} 
mit ergibt sich die Zirkulation. 
Abb. 1. Gerades, unendliches Schaufelgitter. um eine jede Leitschaufel | 

Wir wollen zunachst eine Stromschicht im Leitschaufel b ae Bee icke| 

elraum betrachten, deren Dicke) 
m (1, ,n) zwar nicht gleichférmig ist, sich aber so wenig andert, da der Ersatz der betreffenden| 
Schicht durch eine Schicht von gleichférmiger Dicke m= konst ohne weiteres zulassig ist. 
Die Strémung in dieser letzteren Schicht samt der Leitschaufelprofile kann man in die Ebene} 
(x, y) konform abbilden. Damit erhalt man eine zweidimensionale Umstrémung eines geraden, | 


unendlichen Gitters, welches die Teilung t, die Profillange 1 und den Neigungswinkel ( hat. 


* Vel. H. Lamb, Lehrbuch der Hydrodynamik, S.114 u. 115. Leipzig 1931. 
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(Abb. 1). Aus der bekannten Formel 


[ese j— 28in (Pao —B)rb |, l (3) 


S) ~ 9 ~ 


4 a 


ergibt sich (vgl. Abb. 1) 
2 


/ ! : b r 
r pa (ce, cos B — e, sin 8) + 7 eh, + 


ac, — = 5 
2 o—7e) 
16 
/ b? a : i. - a — eo AE. (4) 
+6 | P (ere ey feu" 16 (° cos B — c, sin B)? + pa (c, cos B — c1, sin B) ra 
b? ron eae ee 
2 Biers 
wobei c,, = ax +b die Auftriebzahl der Gitterschaufel, «den Anstellwinkel, 


t 


C= “sin, 


Aer. 
/ 
: Cy Cie 9 
sinp., = =» G05 D5 == ge 
fo ) [o 2) 


bedeuten. Durch c!, ist wie iiblich die Geschwindigkeit der von den Gitterschaufeln nicht 
gestorten Strémung bezeichnet. f/f, bedeutet den Neigungswinkel von c, zu der Gitterachse (x). 

Die Umstrémung der geraden, unendlichen Gitter mit reibungsloser volumenbestandiger 
Fliissigkeit ist gut bekannt. Die Parameter a und b hangen nicht nur von der Bauart des Gitters 
(t/l , 8) ab, sondern auch von der Form der Schaufelgestalt (Wélbung der Schaufelmittellinie und 
Verlauf der Dicke 6 langs der Schaufelsehne 1). Diese Parameter kann man bekanntlich mit 
einer Genauigkeit ermitteln, die fiir praktische Zwecke véllig ausreicht }. 


Fiir die weitere Berechnung ist es angenehm, annahernd anzunehmen, da 


Ac! 
x 


/ / / Ac, @ 79 , / 
Cae ) (Cane = “S Cy A, (<i. + = + Ag Cy (5) 


ist2. Damit ergibt sich aus der Formel (3) 


(3 cosB +A, Ne, E( 5 sin B | A, oe 
Ae. VS == l= B, c,-+ B,¢iz » (6) 


wobei 


(— % sing + A.) 
aa i a 3 Ue a tc ee Pe & a 
il 7 7 sin B — 5 Lie sip ae” 


‘bedeuten. Die Beiwerte B, und B, hangen nur von der Bauart des Gitters (t/l, B) und der Schaufel- 
form (relative Wélbung, relative Dicke), aber nicht von der Anstrémung ab. 


1 Von den bis jetzt veréffentlichten Arbeiten tiber die angeniherte Berechnung von geraden, unend- 
‘Jichen Schaufelgittern méchte ich hier auf die Abhandlung von V. Lieblein, Ing.-Arch. 18 (1950), S. 281 
hinweisen. (Vgl. auch .,Berichte der Gittertagung in Braunschweig am 27. u. 28. Marz 1944°*, bis jetzt 
nicht veréffentlicht.) 


I¢ 
Gy , 


7 Vel, Hutte I, S: 72, 27. Aufl. Man nimmt 4,=0,960 bzw. A, =0,398 CC a er > ey und 


| A, =0,398 bzw. A, =0,960 fiir cj, + <¢y: 


Fehler kleiner als 4% des wirklichen Wertes von Chae 


21 
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Die konforme Abbildung der Stromflache f,, auf die Ebene (x,y) wollen wir mittels der: 
Funktion 


ae (7) 

Lie 
durchfiihren, wobei R eine konstante Zahl ist!. Die Funktion @ ist offensichtlich iiberall stetig | 
mit Ausnahme des Gebietes r—0, wo sie gegen 00 geht. Dieses Gebiet ist fiir die Berechnung | 


des Leitapparates bedeutungslos. 
Aus den Formeln (2) erhalten wir fiir eine Stromschicht von gleichférmiger Dicke m= konst_ 


es Be ae = konst, (8) 
) m 


al — a8 9 
aan =——WKONS ie (9) 


Oly ey 
5 = = 10 
(Ney. 7 aan konst , (10) 
, ; IP JE 
A O14 SR r) (11) 


wobei AQ die sekundliche Durchflu®menge durch die betreffende gekriimmte Schicht ist. 
Andert man jetzt die gleichférmige Dicke der gekriimmten Schicht von m bis auf m’, so 
ergibt sich aus (8) fir 1Q— Konst 


c m 
Ay 


- =e a (12) 
Entspricht der Dicke m’ die Geschwindigkeitskomponente (c,)’ und die Zirkulation (J”)’, se | 
erhalten wir aus (6) 

(Cig ME) Ba eu, 
of i Bate et 


weil (c},)’ = cj, ist [vg]. (9)]. Daraus ergibt sich 
(ey 
c’ 
na 

Die Stromflachen im Leitapparatraum der schnellaufenden Wasserturbinen bilden meist 
gekriimmte Schichten, die eine derart starke Anderung ihrer Dicke m/(I,,, 7) langs der meri- 
dionalen Koordinate l,, aufweisen, daB der oben erwahnte Ersatz der betreffenden Schicht 
durch eine Schicht von gleichférmiger Dicke unzulassig ist. 

In diesem Falle mu8B man die betreffende Schicht in soviel ringférmige ,,Elemente“ teilen, 
dafs fiir jedes Element die ,,mittlere’‘ Dicke m (l,,) als eine gleichférmige Dicke der Schicht 
ohne weiteres betrachtet werden kann. Entspricht ein jedes Element dem Zuwachs Al,, der 
Koordinate l,,, so ist die ,,mittlere‘‘ Dicke der ganzen Schicht 


(ey; ma ype 


+ B,6.[1—“ Jar24 Ba.(1—3). (13) | 


of 


My Sm (In) AD (14) 


wobei n die Zahl der Elemente Al,, bedeutet. Ein Element Al,, der Leitschaufel erzeugt den 
Zirkulationszuwachs AI’, so daB [= >’ AT ist. Die Zirkulation um eine jede Leitschaufel, 
I 
die der Umstrémung von Leitschaufeln in der Schicht von gleichférmiger Dicke m,, entspricht, 
kann man nach der Formel (13) angendhert ermitteln. 
Aus der Formel (13) erhalten wir fiir ein Element /I,, 


AD AT" — Breis(32—1) 


1 Vel. Prasil, Technische Hydrodynamik, S. 287 bis 303. Berlin 1926. 
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und fiir die ganze Leitschaufel 


m ye 


ip oh Ar" = — Bet. (FP —1) (15) 


1 
wobei — — 1) den ,,mittleren‘‘ Wert von = —1 fiir die betreffende Schicht bedeutet. 
AI’=f (I) ist fir das gerade, unendliche Schaufelgitter in der (x,y)-Ebene bekannt. 


4, Vom Leitapparat gesteuerte Stromung im Rotationshohlraum, Aus der Analyse der Um- 
strémung von Leitschaufeln kann man folgern, dah die Verteilung der von den Leitschaufeln 
erzeugten Zirkulation J” ither die Breite B des Leitapparates, d.h. die Funktion /’(B), sowohl 
von der Bauart der Leitschaufeln als auch von der Form des Turbinenhohlraumes abhangt. 
Es ist also durchaus miglich, da® die Zirkulation J’ keinen konstanten Wert langs der Breite B 
aufweist, sondern eine stetige Funktion /’(B) darstellt. 

Eine Umstrémung von Leitschaufeln, welche eine nicht konstante Zirkulation /’(B) 4 konst 
erzeugt, ist bekanntlich mit der Bildung von freien Wirbeln verbunden, die hinter jeder Leit- 
schaufel eine freie Wirbelflache bilden. Da die Zahl 2, 
der Leitschaufeln meist ziemlich groB ist, kann man 
voraussetzen, da®B der Ersatz der z, freien Wirbel- 
flachen durch eine kontinuierliche rotationssymmetri- 
sche Verteilung der freien Wirbel im Rotationshohl- 
raum hinter dem Leitapparat durchaus zulassig ist. 

Wir kénnen also annehmen, daB die Strémung 
im Turbinenhohlraum als eine rotationssymmetrische, 
stationére Bewegung betrachtet werden kann, wobei 
die Verteilung der freien Wirbel in Richtung quer zu 
den Stromflachen durch die Funktion /’(B) bekannt 
ist. Die betreffende Strémung kann also entweder 
wirbelfrei sein, oder die freien Wirbel enthalten, die 
mit den Stromlinien der Bewegung zusammenfallen 
und rotationssymmetrisch verteilt sind. 

Die Grundgleichungen einer rotationssymmetri- 


be ‘ - ae 7 Abb. 2. Strémung im Ubergangsraum 
schen Strémung reibungsfreier, volumenbestandiger ex Wier 


Fliissigkeit lauten 


OCz OCz Zeal 1 dp ) 

2 Oz + r Or og aU: 0 Oz | 
Ocr OCy ci, 1 dp 

ree ater a) 
Oc dc Ce 

a C, ao = . =) Vu | 


Hierin bedeuten g die den Massenkraften (ausgenommen der Erdschwere) entsprechenden 
Beschleunigungswerte, p den lokalen Druck, und c(c,, ¢,, ¢,) die lokale Geschwindigkeit +. Die 
Gleichungen (16) sind auf das zylindrische Koordinatensystem (r, z,0) bezogen. 


Wir bezeichnen wie frither durch c¢,, = yet c2 die meridionale Komponente der lokalen 
Geschwindigkeit und erhalten damit (Abb. 2) 
dc dc Cae. 1 op 1 
“z ae aS ae We ca hee @ 02° | 
Ohi OC» cy coed cin £2 Op ‘ Wg 
2 Oz ae Pn Rages eae omore | Oy 
dey, OCy (ee eS 
“2 On 7 saat Ue | 


- Samtliche Stromlinien, die innerhalb des Turbinenhohlraumes liegen, haben ihren Anfang in 
einem Wasserbehalter, in dem die Geschwindigkeiten derart klein sind, daB ihre Quadrate 


ip = Dichte. 
g 


| 
| 
. 
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vernachlassigt werden kénnen. Damit erhalten wir aus (17) nach einigen Umbildungen 
Oz 
G, Cee ROH Oy bey dr=0, (18)) 


wobei db ein Element der zu den Stromflachen senkrechten Linie bedeutet. Wir bezeichnen 


2 
Cu 


r 


Ocyeiie Ute! 
Cu ab I Wadb f(®) 


und integrieren (18) langs der Normallinie aa’ (Abb. 2). Damit ergibt sich 


b 
db 


RO) / mal 19) | 
Cn =e! ai com —2| f(b)e 8 had Bs ee 
j 


wobei ¢ym dem Punkt a (b= 0) entspricht. 

Bei der Berechnung der Meridionalkomponente ¢,, nach (19) kann die Funktion f(6) als | 
ein gegebener Parameter betrachtet werden, wobei die Komponente ¢, aus der Wirkung des 
Leitapparates, der ja die Strémung steuert, zu ermitteln ist. Dabei muf man beachten, daB | 
fiir eine wirbelbehaftete, rotationssymmetrische Strémung die Gleichung c,r— konst langs ein | 
und derselben Stromlinie gilt, aber nicht fiir die ganze Strémung, wie es im Falle wirbelfreier | 
Strémung vorkommt. : 

Durch eine Normalflache aa’ (Abb. 2), die im Falle einer wirbelbehafteten Strémung keine | 
Niveauflache darstellt, flieBt in der Zeiteinheit die Flissigkeitsmenge 


0 
wobei 


or * 
b b {aw 
() 
Q= | 2urc,db=2n{ re? Va. oman (20) 
0 
b 


2 | 


D(b)=2 | f(b) ie eaiy; 


bedeutet. 

Da die meridionale Komponente c,, der wirbelbehafteten Strémung nicht nur von der Form 
des Rotationshohlraumes abhangt, sondern eine Funktion der Umfangskomponente c, dar- 
stellt, mu man bei der Auswertung (20) eine bestimmte sekundliche DurchfluBmenge Q im 
Auge behalten. Die Lésung von (20) findet man nach den bekannten Methoden der numerischen | 
Integration, weil die unter dem Integralzeichen dieser Gleichung stehende Funktion im ganzen 
Integrationsbereich stetig ist. 

Um mit méglichst wenigen Werten der unter dem Integralzeichen stehenden Funktion aus- | 
kommen zu kénnen, wenden wir die Gaufsche Formel! an und erhalten damit | 


b 
db 


k AG) Ye ee | 
Q~2nb 3 A,|re® — Ye? — G(b)|,, (21) 
k=1 
wobei die in Klammern stehende Funktion den k Gaufschen Abszissen entspricht. A, sind die 
Mg es Koeffizienten. Aus (21) ergibt sich die Komponente c),, der Geschwindigkeit au der — 
tellesp —=40, | 
Nach der Einfiihrung des ermittelten Wertes von Cy», in (20) erhalt man mittels tabellarischer | 
Integration den Verlauf der Funktion Q(b)/2a = p(b), welcher in Koordinaten Q(b)/2a, b gra- ' 
phisch dargestellt werden kann. 
Um die Schnittpunkte der Stromlinien mit der betreffenden Normallinie aa’ zu ermitteln, | 
teilt man die Endordinate der Q(b)/2a-Kurve in ebenso viele gleiche Teile, als Teilstrémungen | 
vorgesehen sind. Man findet dann die entsprechenden Teilpunkte der Q(b)/2a-Kurve und er- | 
mittelt ihre Abszissen. Diese letztere stellen die gesuchten Teilungen der Normallinie aa’ dar. | 
Da zu Beginn der Berechnung die Funktion R(b) nur fiir die Grenzflachen des Rotations- | 
hohlraumes bekannt ist, findet man die Lésung von (20) mittels der Methode der sukzessiven | 
Approximation. 


* Vel. C. Runge und H. Kénig, Numerisches Rechnen, S. 275. Berlin 1924. 
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5. ,,Nabentotwasser“* in rotationssymmetrischen Strémungen. Reibungsfreie rotationssym- 
metrische Strémungen, deren lokale Geschwindigkeit iiberall meridional gerichtet ist und folg- 
lich keine Umfangskomponente hat (c, = 0), werden bekanntlich nur durch die Wande des be- 
treffenden Rotationshohlraumes gesteuert und weisen keine Ablésungen von der Wandoberflache 
auf. Diese letzteren kénnen in diesem Falle nur unter dem EinfluB der Zahigkeit in der Grenz- 
schicht entstehen. 

Rotationssymmetrische Strémungen der reibungsfreien Fliissigkeit, bei denen ¢, #0 ist 
(die sogenannten ,,Drallstrémungen‘‘), werden nicht nur durch die Form des Rotationshohl- 
raumes, sondern auch durch die Verteilung des Dralls (rc,) gesteuert. 

Die Flissigkeitsteilchen einer rotationssymmetrischen Drallstrémung werden stets in Rich- 
tung der Achse beschleunigt. Das ist nur dann méglich, wenn in Richtung der AuBenwand ein 
entsprechender Druckgradient vorhanden ist. Daraus kann man folgern, da die Stelle des 
tiefsten Druckes an der Innenwand bzw. an der Achse des Rotationshohlraumes liegen muf. 


Der lokale Druck innerhalb der Drallstrémung wird durch die lokale Geschwindigkeit 


e= Yet c, bestimmt und hangt folglich nicht nur von der innerhalb der Drallstrémung 
vorhandenen Drallverteilung, sondern auch von der Form des Rotationshohlraumes ab. Daraus 
kann man folgern, da im betreffenden Rotationshohlraum nur diejenigen Drallstrémungen 
moglich sind, die der erwahnten Verteilung des Druckgradienten in Richtung der AuBenwand 
entsprechen. Das Geschwindigkeitsfeld dieser Strémungen wurde unter 4 ausfiihrlich analysiert. 

Der an der Innengrenze der Strémung herrschende Gesamtdruck kann nicht tiefer sein, 
als der Druck p, im AbfluBraum, wo die Geschwindigkeiten verschwindend klein sind. Ent- 
spricht die betreffende Drallverteilung dieser Bedingung nicht, so wird die Strémung gezwungen, 
ihre Innengrenze zu korrigieren. Dabei entsteht an der Innenwand ein Raum, der mit ,,toter“ 
Flissigkeit gefiillt ist. Die Oberflache dieses ,, Nabentotwassers‘ stellt die Innengrenzflache der 
rotationssymmetrischen Drallstrémung dar. 

Es ist einleuchtend, da® der EinfluB des Totwassers auf die Strémung im Rotationshohlraum 
von den Abmessungen und von der Form des mit ,,toter* Fliissigkeit gefiillten Raumes abhangt. 
Das ,,Nabentotwasser‘‘ kann also unter Umstanden GréBe und Richtung der lokalen Geschwin- 
digkeiten der Strémung wesentlich beeinflussen. Deshalb ist es fiir praktische Zwecke aufer- 
ordentlich wichtig, die Entstehung und die Form des Nabentotwassers theoretisch zu analy- 
sieren und eine Rechenmethode zu finden, mit deren Hilfe die Bedingungen der Totwasser- 
bildung in Strémungsmaschinen rechnerisch erfaBt werden kénnen. Die Analyse wollen wir 
auf Grund der unter 4 dargelegten Theorie retationssymmetrischer Strémungen durchfiihren. 

Aus (17) folgt, da®B lings einer jeden Stromlinie l,, der meridionalen Strémung die Gleichung 


2 
Gn dep, + g dlp cos a4 a(2 | dl, sin a= 0 (22) 


gilt. Die Oberflache des Nabentotwassers kann als eine Trennflache zwischen der rotations- 
symmetrischen Strémung der reibungsfreien Fliissigkeit und dem Raum, wo sich die Fliissig- 
keit in Ruhe befindet, betrachtet werden. Daraus kann man folgern, daf itherall auf der Ober- 
fliche des Nabentotwassers der gleiche Druck herrscht. Damit erhalten wir aus (22) fiir 
gl.+ p/o=konst, daB die Gleichung 


Cc 

Cim dC: m ee ( dl,) = 0 

fiir die ganze Trennflache r;(z) gilt. Die Integration dieser Gleichung von 2 bis z2 ergibt 
Cin == Cy a Ar ° 


wobei A; — die Integrationskonstante bedeutet und c¢;, bzw. ¢;,— die Komponenten der 
lokalen Geschwindigkeit c; an der Trennflache darstellen. 

Da die Trennflache als eine Stromflache der rotationssymmetrischen Strémung betrachtet 
werden kann, ist fiir die ganze Trennflache ¢;, = [,/2a7,. Damit erhalten wir 


Rah 
Cima ne oe Ar. (23) 


Diese Gleichung bestimmt eindeutig die Form des Nabentotwassers, wenn die ¢;,,-Verteilung 
iiber der Trennflache und die Konstante A7 bekannt sind. 
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Um die der betreffenden Strémung entsprechende Konstante Ap zu ermitteln, betrachten 
wir einen Querschnitt des gegebenen Rotationshohlraumes, welcher hinter dem Ubergangsraum 
liegt. Die meridionale Komponente der lokalen Geschwindigkeit an der Trennflache r; im be- 


treffenden Querschnitt sei 
Cim = % cas . 
Die Gro8e 
[Gales — i OES, 
a(R? — r}) 
bedeutet die ,,mittlere’’ achsiale Geschwindigkeit im, betreffenden Querschnitt R—r,; des 
Rotationshohlraumes; x ist ein Beiwert. 


| 
a we 
B 
naa ae ai 
Abb. 3. Strombild bei der Leitapparatéffnung a, = 30 mm. 
wirbelbehaftete Strémung; — - — - — Potentialstrémung (c,,- r = 0) . 


Bei einem freien AbfluB der reibungslosen, volumenbestandigen Fliissigkeit in einen Raum, 
wo der Druck py herrscht und die Geschwindigkeit cy) ~ 0 ist, entspricht der lokale Druck p; 
an der Trennflache der Gleichung 


P; Po Lea fon Po 1 i; \ xQ Ae 
y Ay 9 g (im | Cim) y 2g|\2ar, =I (aay) | (24) 


Das Maximum von p;/y bzw. das Minimum von (p, — p;)/y, welches im betreffenden Rota- 
uionshohlraum zustande kommen kann, entspricht dem Radius r; der Trennflache. Aus der 


Gleichung 
0 i 
ar, eo ea (25) 


erhalten wir 
2 (2 2 
n+ nls —3 R]43 Reh Re=0. ee 


Aus dieser Gleichung ergibt sich der gesuchte Wert von r;, welcher dem angenommenen 
Beiwert x entspricht. Ist r; < r,, wobei r, der Nabenhalbmesser sei, so entsteht kein Totwasser ; 
die Strémung liegt iiberall an der Nabenoberflache an. Ist r; > 1r,, so bedeutet das, daB die 
betreffende Drallstrémung nur mit einer Trennflaiche, die das Totwasser abgrenzt, mibehieh ist. 
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In diesem Fall mu8 man den oben erhaltenen Wert von r; prazisieren. Zu diesem Zweck pflegt 
man den Totwasserraum, der dem errechneten Wert von r; entspricht, in erster Annaherung 
aufzuzeichnen und die Strémung zwischen dem Totwasser und der AuBenwand nach der unter 4 
angegebenen Methode zu korrigieren. Daraus ergibt sich ein neuer Wert von x, welcher in (26) 
eingefiihrt wird. Die Lésung dieser Gleichung ergibt dann die GréSe von r; in zweiter Annahe- 
rung. Die Berechnung wird solange fortgesetzt, bis zwei hintereinander folgende Annaherungen 
praktisch zusammenfallen. Die Berechnungen zeigen aber, daB das Verfahren sehr schnell konver- 
giert und zwei bis drei Annaherungen véllig ausreichen. 

[Ist zwischen dem betreffenden Querschnitt des Rotationshohlraumes und dem AbfluBraum 
ein Druckverlust A p/y vorhanden (Reibungsverlust bei reellen Fliissigkeiten, Drosselung usw.), 
so entspricht der lokale Druck p; an der 
Trennflache der Gleichung 


Pe pi Ap 
y y 


ooaleeale arose 


Aus dieser Gleichung ergibt sich der Radius 
r; des Nabentotwassers, welcher dem Druck- 
verlust Ap entspricht, wobei offensichtlich 


(24a) 


P< 1; ist.| al 

Nach der Ermittlung des Radius 1; er- Pee 
rechnet man nach (23) die konstante Az und oe 
die Form des Nabentotwassers, wobei die Stee SOS dl eres 
Cim- Werte fiir die betreffenden Punkte der ek x 3 | 
Trennflache r; nach dem unter 4 angegebenen are 
Verfahren errechnet werden sollen. = a 

| 6 et el 


An der Stelle, wo r;—r, ist, list sich 
die reibungsfreie rotationssymmetrische Str6- 
mung von der Nabenoberflache ab und bildet 
die Trennflache zwischen der Strémung und 
dem mit ..toter‘’ Fliissigkeit gefiillten Raum. 


Die Zahigkeit der reellen Fliissigkeiten 
von geringer Reibung (Wasser, Luft) macht 
sich bemerkbar in der Grenzschicht an der 
Wand und an der Trennflache zwischen der 
Strémung und dem Nabentotwasser. 

Die Verdrangungsdicke der Grenzschicht 
spielt im Ubergangsraum der Wasserturbinen 
kaum eine bedeutende Rolle, weil die Stré- 


mung von der Leitschaufelwirkung ziemlich 
stark beeinfluBt wird, und die Grenzschicht 
verhaltnismaBig diinn bleibt. Die durch die 
Reibung hervorgerufene Ablisung von der 
Innenwand des Turbinenhohlraumes ist kaum 
miglich, weil die Umstrémung der Innenwand 
zwischen dem Leitapparat und dem Naben- 
totwasser meist negativen Druckgradienten 
entspricht. 


zy 


96 G7 08 G9 40 


Abb. 4. Geschwindigkeitskom ponenten c,,, ¢q und ¢, 
in der MeBebene (a, = 30 mm). 


Wirbelbehaftete Strémung | 
M0 


—--—-- Potentialwirbel c,,.r = konst 


—-—- Potentialstrémung c,,. Theorie 


x Versuch 


Die durch die Reibung entstehenden Krafte an der Trennflache erzeugen im Totwasserraum 


sowohl meridionale als auch tangentiale Geschwindigkeitskomponenten. 


Die meridionale 


Komponente bildet eine Sekundarbewegung, welche die Fliissigkeit innerhalb des Totwasser- 


raumes umwalzt. 
fast konstanten Winkelgeschwindigkeit. 


Die tangentiale Komponente zwingt das Totwasser zur Rotation mit einer 
Daraus kann man folgern, da sich der Zahigkeits- 


einfluB auf die Bildung des Totwassers hauptsachlich dadurch bemerkbar macht, daf an Stelle 
der Trennflache, die in der reibungslosen Fliissigkeit eine scharfe Grenze bildet, in der reibungs- 
behafteten Fliissigkeit eine gewisse ,, Ubergangsschicht* entsteht. 


: es . > ea 
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Die durch den Reibungsverlust entstehende Einschniirung des Nabentotwassers [vgl. (24a) | 
spielt im betreffenden Falle kaum eine bedeutende Rolle weil der Energieverlust in dem relativ 
kurzen Rotationshohlraum meistens ziemlich klein ist?. 


6. Zahlenbeispiele und Vergleich mit den Versuchsergebnissen. Als ein Beispiel fiir die prak- 
tische Anwendung des Verfahrens wollen wir die Strémung im laufradlosen Rotationshohlraum 
einer Kaplan-Turbine berechnen. Die Strémung wird durch einen radialen Leitapparat ge- 
steuert, der 24 verstellbare Leitschaufeln hat. Die Form des Turbinenhohlraumes ist auf den 
Abb. 3 und 5 dargestellt. Die Leitschaufeln haben ein symmetrisches Profil, welches gleiche 


™r 
af Abb. 5. Strombild bei der Leitapparat- 
| eee éffnung ay = 25 mm, 
i R 
—————  Wirbelbehaftete Strémung; 
WLR. Nabentotwasser; 
—-—-— Potentialstrémung c,-r = 0. 
% 


Form und gleiche Abmessungen langs der Schaufelbreite B hat. Die Strémung vor dem Leit- 
apparat ist im betreffenden Falle meridional gerichtet (c,,,—0, [)— 0). Hinter dem Uber- 
gangsraum sind die Wande zylindrisch (r, = konst und R= konst)?. Die Strémung in diesem 


1 Die unter 5 geschilderte Bildung des Nabentotwassers wurde bei Untersuchungen von Drallstromungen 
in Turbinenhohlriumen oft beobachtet. Eine ausfiihrliche Beschreibung dieser Erscheinung findet man 
zum Beispiel in der Abhandlung von F. Busmann, Arbeitsstrémung einer Propellerturbine, S. 12 bis 16. 
VDI-Verlag 1931. 

Die physikalischen Grundlagen der Bildung des Nabentotwassers sind von K. Bammert und H. Klaukens, 
Ing.-Arch. 17 (1949), S. 367, ausfiihrlich geschildert. Dort werden die Drallstr6mungen analysiert, welche 
zwischen den koaxialen, zylindrischen Wanden hinter einem Leitapparat entstehen, wobei vorausgesetzt 
wird, dai die axiale Geschwindigkeitskomponente der Drallstrémung iiber der zur Achse des Hohlraumes 
senkrechten Ebene gleichférmig verteilt ist [ Gl. (40), S. 383 der o. a. Abhandlung}. 

Unter 4 haben wir gezeigt, daB die Verteilung ¢m(r) im wesentlichen von der Drallverteilung und von 
der Bauart des Turbinenhohlraumes abhiangt. 

Die unter 5 angefiihrten SchluBfolgerungen iiber die Bildung des Nabentotwassers im Ubergangsraum 
der Wasserturbinen stimmen qualitativ mit den Ergebnissen von K. Bammert vollig tberein [vgl. auch 
K. Bammert, Z. VDI 92 (1950), S. 783]. Sie kénnen sich quantitativ unterscheiden, weil die unter 5 gezeigte 
Methode den dreidimensionalen Charakter der Strémung niher beriicksichtigt. 

* Hinter dem Ubergangsraum ist kein Drosselorgan vorhanden. 
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Rotationshohlraum wurde fiir zwei Leitapparatéffnungen (a) 30mm und ay= 25 mm) 
rechnerisch ermittelt und durch einen Versuch nachgepriift. Aus der Formel (4) erhalten wir 
fir drallfreie (c), = 0 und also cj,— 0) Zustrémung 


/a? b 
pe acon BHD YS cost pt te 
Aci = -— Za pt 16 


t y b2 
pe 


Eee al (27) 
wobei M nur von der Bauart bzw. der Off- 
nungsweite a, des Leitapparates und nicht von 
der DurchfluBmenge (c,) abhangt. 

Aus der Gleichung (15) erhalten wir fiir ¢/, 
= 0 die Zirkulation um eine jede Leitschaufel 
in der betreffenden Stromschicht 


oder 


= Keo: (28) 
7 j 
wobei der Beiwert 
ee =~ AT” m’ 
naa DRS FP 


nicht nur von der Bauart des Leitapparates 
bzw. des geraden Gitters, sondern auch von 
der DurchfluBmenge abhangt, weil die Zir- 
kulationsverteilung langs der Profilsehne des t 

geraden Gitters von der GréBe des Anstell- : {oe 
winkels abhangig ist. , 

Da bei Beginn der Berechnung nur die 
Stromlinien der meridionalen Potentialstré- 
mung (c,r= 0) bekannt sein kénnen, ist es 
zweckmabig, die Stromflachen bzw. die Strom- 
schichten zunaichst dem Bild der Potential- 
strémung zu entnehmen. 

Die konforme Abbildung der Leitschaufeln 
wurde nach der Gleichung (7) fiir R= 0,2 durch- 
gefiihrt. Fiir die Berechnung wurden die Strom- 
linien Nr. 3, 6, 11, 16, 21 und 25 angenommen, 
wobei die zwischen zwei Stromflachen fi, , , 
und f;, flieBende Wassermenge gleich Q/25 ist. 

Die konformen Abbildungen der auf den 
genannten sechs Stromflachen liegenden Leit- ; + Cp 
schaufelprofile stellen in der (x, y)-Ebene sechs ite LT 


gerade, unendliche Schaufelgitter dar. Die Auf- 


Cy 


Nii 


triebzahl dieser Gitter c,,—= aa 5 wurde 10 
unter Beriicksichtigung der Schaufelform er- Abb. 6. Geschwindigkeitskomponenten c,,,¢q und c, 
mittelt. An Hand dieser Ergebnisse wurde die in der MeBebene (ay = 25 mm) 
von den Gitterschaufeln nicht gestérte Stré- sa aE Strémung | 

° . Ses ks ee tenti tro ~r=0 ‘ . 
mung (c.) errechnet und die Zirkulations- CRP Set Se Cae aioe Theorie 

A i - ‘ —---—-- otentialwirbel c, +r = konst 

verteilung J” (l) lings der Profilsehne I er- Ne ercuch 
mittelt+. 


Der Verlauf der Zirkulation lings der Leitapparatbreite wurde dann nach der Gleichung (28) 
errechnet. Dadurch wurde auch die Zirkulationsverteilung fiir eine beliebige Normallinie 6 
im Rotationshohlraum hinter dem Leitapparat ermittelt. 

Die Umstrémung der Innenwand wurde nach (26) gepriift, wobei der Beiwert x in erster 
Annaherung dem Strombild der Potentialstrémung entsprach. Diese Berechnung wurde auf 


1 Es besteht die Absicht, iiber die Methode der Berechnung von geraden Gittern, deren Schaufeln prak- 
tisch beliebige Form haben, in einer anderen Abhandlung zu berichten. 
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eine Normallinie bezogen, die etwas weiter als die MeBebene hinter dem Ubergangsraum liegt. 
Fiir die gréGere Leitapparatéffnung (a) = 30 mm) hat sich ergeben, daB r, > 7; ist, und folglich 
kein Totwasser entsteht. 

Die Berechnung der c,,-Verteilung wurde in erster Annaherung auf die Normallinien der 
Potentialstrémung bezogen und nach (19) und (21) durchgefiihrt. Die aus dieser Rechnung 
erhaltenen Stromlinien I,, liegen etwas naher zu der Turbinenachse als die entsprechenden 
Stromlinien der Potentialstrémung. 

An Hand dieses Strombildes wurde die Berechnung wiederholt und sowohl die Stromlinien 
als auch die Zirkulationsverteilung /"(B) entsprechend korrigiert. Die Ergebnisse der zweiten 
Anniherung haben sich von der ersten Annadherung so wenig unterschieden, daB sich weitere 
Annaherungen eriibrigten. In Abb. 3 werden die in zweiter Annaherung erhaltenen Strom- 
linien I,, durch Vollinien bezeichnet. Die Strichlinien entsprechen der Potentialstrémung 
Gp == Wk 
Die He tr der Berechnung wurden mit den Versuchsergebnissen verglichen. Die Mes- 
sungen der drei Komponenten der lokalen Geschwindigkeit wurden in der ,,MeBebene™ (Abb. 3) 
durchgefithrt. Auf der Abb. 4 wird der Verlauf von drei Geschwindigkeitskomponenten ¢,, ¢, 
und ¢, graphisch dargestellt, welche durch Division durch die mittlere axiale Geschwindigkeit 
im betreffenden Querschnitt dimensionslos gemacht sind. 

Die errechneten Werte sind durch Vollinien dargestellt. Die mit Kreuzen bezeichneten 
Werte stellen die Versuchsergebnisse dar. Um den Unterschied zwischen der Potentialstrémung 
und der wirbelbehafteten Strémung deutlich zu zeigen, wurden sowohl die Komponenten c, 
und c, der Potentialstrémung (c,r= 0) als auch die Geschwindigkeit c, des Potentialwirbels 
(c,r—konst.) ermittelt und auf der Abb. 4 durch Strichpunktlinien bezeichnet?. 

Als zweites Beispiel betrachten wir die Strémung, die im betreffenden Turbinenhohlraum 
bei einer kleineren Leitapparatéffnung auftritt. Es wurde aj— 25mm angenommen. Die 
Zirkulationsverteilung /'(B) langs der Breite B des Leitapparates wurde nach der Methode er- 
mittelt, die im ersten Zahlenbeispiel ausfiihrlich beschrieben ist. Die Nachpriifung der Strémung 
nach (26) hat gezeigt, daB r; > r, ist, und folglich die Bildung des Nabentotwassers sicher zu- 
stande kommt. Die Berechnung nach (26) ergab in erster Annaherung den Wert von r;, mit dessen 
Hilfe die Trennflache schétzungsweise aufgezeichnet wurde. Die Strémung im Rotationshohl- 
raum zwischen dem Totwasser und der AuSenwand wurde dann untersucht und die c,,-Ver- 
teilung langs der Normallinien ermittelt. Das Strombild wurde entsprechend korrigiert und in 
zweiter Annaherung nachgeprift. Das Ergebnis der zweiten Annaherung konnte als endgiltiges 
Strombild betrachtet werden. Die Form des Nabentotwassers wurde nach (23) ermittelt. 

In Abb.5 ist das in zweiter Annaherung erhaltene Strombild dargestellt. Die der wirbel- 
behafteten Strémung entsprechenden Stromlinien!,, sind durch Vollinien bezeichnet. Die 
Strichlinien entsprechen, wie im Zahlenbeispiel Nr.1, der Potentialstrémung (c,r—=0). In 
Abb. 6 wird der Verlauf von drei dimensionslosen Komponenten der lokalen Geschwindigkeit 
dargestellt, die in der MeBebene auftreten. Aus Abb. 4 und 6 folgt, daB die errechneten und die 
gemessenen Komponenten der lokalen Geschwindigkeit sehr gut zusammenfallen. 


7, Zusammenfassung, Das angendherte Verfahren erlaubt nicht nur eine ausfithrliche Analyse 
der dreidimensionalen Strémung im Ubergangsraum der schnellaufenden Wasserturbinen, son- 
dern auch eine rechnerische Ermittlung der Form des Nabentotwassers. Aus dem Vergleich der 
errechneten und der gemessenen Geschwindigkeiten folgt, daB die nach dem angenaherten Ver- 
fahren errechneten Strémungen im Turbinenhohlraum mit den wirklichen Strémungen vollig 
iibereinstimmen. Es ist also durchaus méglich, die angenaherte Methode statt einer exakten 
Analyse fiir die Ermittlung der Strémung im Ubergangsraum der Wasserturbinen anzuwenden 
und dadurch die Rechenarbeit ohne KinbuSe an. Genauigkeit wesentlich zu verkiirzen. Es ist 
einleuchtend, daf’ der Anwendung dieses Verfahrens zur Berechnung anderer Strémungs- 
maschinen (Geblase, Pumpen usw.) nichts im Wege steht. 


(Eingegangen am 23. Februar 1951.) 
Anschrift des Verfassers: Prof. Dr.-Ing. M. Strscheletzky, Friedrichshafen, Ernst-Lehmann-Str, 21. 


1/Die zwei c,-Kurven des Potentialwirbels, die in Abb. 4 dargestellt sind 
' : t 5 
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Technische Schwingungslehre. von p:-tng. Kart Klotter o. Professor an der 


Technischen Hochschule Karlsruhe. Zweite, umgearbeitete und erginzte Auflage. 
Erster Band: Einfache Schwinger: und Schwingungsmefgeriite. Mit 360 Abbildun- 
gen, XVI, 399 Seiten. 1951. i Ganzleinen DM 46.50 


g 
Inhaltsiibersicht: Erster Teil. Kinematik des einfachen Schwingers, allgemeine Schwin~ 
gungslehre: Allgemeines. — Harmonische Schwingungen. — Verwandte Schwingungen. — 
Harmonische Analyse. — Zweiter Teil. Kinetik des einfachen Schwingers: A. Freie, un- 
gedimpfte Schwingungen des einfachen Schwingers mit gerader Kennlinie. Aufstellung und 
Integration der Bewegungsgleichung, harmonische Schwingungen, Ubersicht. — Die Pendel. — 
Die elastischen Schwinger. — Die Energie in der freien Schwingung. — Schwinger mit be- 
sonderen Eigenschaften. — B. Freie, gedimpfte Schwingungen des einfachen Schwingers mit 
gerader Kennlinie. — C. Freie, ungedimpfte Schwingungen des einfachen Schwingers mit nicht- 
gerader Kennlinie. — D. Erzwungene Schwingungen des einfachen Schwingers mit gerader 
Kennlinie. — Ungedampfte Schwinger. — Schwinger mit geschwindigkeitsproportionalen 
Dampfungskraften. — Schwinger mit anderen Dampfungskraften. — E. Schwingungsmessung 
und Schwingungsmefgerite. — Vorbemerkungen. — Messung periodisch verlaufender Krifte 
mit Federkraftmessern. — Messung periodischer Bewegungen mit Geraten ohne Festpunkt. — 
Messung periodischer Bewegungen durch Gerite mit Festpunkt. — Riickblick auf die Messung 


periodischer Einwirkungen. — Kraftmessung und Bewegungsmessung bei nicht-periodischer 
Einwirkung. — Praktische Gesichtspunkte fiir den Aufbau und das Arbeiten der Schwingungs- 
mefSgerate. — F. Erzwungene Schwingungen des einfachen Schwingers mit nicht-gerader 


Kennlinie. — G. Rheolineare Schwinger. — Bewegungsgleichungen und Beispiele. — Lésungen 


_ der Bewegungsgleichungen; die Stabilitat der Bewegung. — H. Das Anlaufen eines Schwingers. 


_— I. Selbsterregte Schwingungen. — Namen- und Sachverzeichnis. : 


° 


Statt des erwarteten zweiten Bandes erscheint zunachst der erste Band in neuer Auflage. 
Die Veranderungen, die der vorliegende erste Band bei der Neubearbeitung erfahren hat, 
betreffen vor allem den Umfang des behandelten Stoffes. So ist — wie auch der Titel an- 
zeigt — der wesentliche Inhalt des kleinen Werkchens tiber Schwingungsmessung und Schwin- 
gungsmeBgerate, das im Jahre 1943 als eine Art Erginzung des ersten Bandes erschienen war, 
in abgewandelter und erginzter Form nun hier mit aufgenommen. Sonst ist noch erwahnens- 
wert die Aufnahme eines Kapitels iiber ,,rheolineare Schwinger‘‘, das sind Schwinger, deren 
Bewegungsgleichungen Differentialgleichungen mit verinderlichen Koeffizienten sind. 


Der zweite Band, dessen Erscheinen lange verzégert wurde, soll nun bald folgen. Er wird 
die Schwingungen der Systeme mit mehreren (aber endlich vielen) Freiheitsgraden, die sog. 
»»Koppelschwingungen‘‘ behandeln. ; 


Momenten-EinfluBzahlen fiir Durchlauftriiger mit beliebigen 


Stutzweiten. Von Dr.-Ing. H. Graudenz. Mit 80 Zahlentafeln u. 14 Abbildungen. 
IV, 90 Seiten. 1951. ; DM 7.50 
Inhaltstbersicht: Einleitung. — Zahlenbeispiele. — Einspannmomente. — Ubersicht tiber 


_ die Tafeln, — Tafel fiix Zweifeldtrager (Tafel 1). — Tafeln fiir Dreifeldtrager (Tafel 2—16). — 


Tafeln fiir Vierfeldtrager (Tafeln 17—80). 


Es besteht ein ausgesprochener Mangel an einem Tabellenbuch, das die schnelle und genane 
Berechnung der Momente auch bei ganz beliebigen Stiitzweitenverhaltnissen erlaubt. 

Die bisherigen Tabellenbiicher fiir Durchlauftrager haben dadurch nur einen begrenzten An- 
wendungshereich, daB sie die Momente fiir eine gewisse Zah] ausgewahiter, meist symmetrischer 
Stiitzweitenverhaltnisse angeben und schon bei geringen Abweichungen von diesen Verhialt- 
nissen sehr ungenaue Ergebnisse liefern. 

Mit diesen neuen Tafeln kénnen die Stiitzenmomente jedes beliebigen Durchlauftragers nach 
der Ermittlung der Belastungswerte sofort hingeschrieben werden. Die Tafeln enthalten fir 
die betreffende Felderzahl samtliche méglichen Verhaltnisse der reduzierten Stiitzweiten von 
1:1 bis 1: 2in den Abstufungen 1: 1,2, 1: 1,4... sowie fiir Zwei- und Dreifeldtrager die Ver- 
haltnisse von 1:2 bis 1: 3 in den Abstufungen 1: 2,25, 1: 2,5 usw. : 

Die EinfluBzahlen der Tafel gelten fiir jede beliebige Belastung, ferner sind fiir den am haufig- 
sten vorkommenden Fall der gleichmaBig verteilten Last die Momentenbeitrige aus den ein- 
zelnen Feldern bereits ausgerechnet, so da die Belastungswerte hierfiir nicht erst bestimmt 
zm werden brauchen. Die Beriicksichtigung von Einspannungen. und Kragarmen an den Enden 
ist ohne weiteres méglich. Auch fiir Trager tiber 4 Felder fiihrt die Benutzung der Tafelwerte 
mit geringstem Rechenaufwand zu genauen Ergebnissen, 
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Analyse der Metafile. Herausgegeben vom Chemiker-FachausschuB der Gesellschaft _ 


Deutscher Metallhiitten- und Bergleute e. V. -Leiter: Dr.-Ing. 0. Proske und stellv. 


Leiter Prof. Dr. H. Blumenthal. 
e. Erster Band: Schiedsverfahren. Zweite Auflage. Mit 25 Textabbildungen. VIII, 508 
Seiten, 1949, DM 36.—; Halbleinen DM 38.40 


Inhaltsiibersicht: Einleitung: Begriffsbestimmung und allgemeine Richtlinien fir Pensa 
untersuchungen. 1, Aluminium. 2. Antimon. 3, Arsen, 4. Beryllium. 5 Blei. 6, : oe 
ate Cadmium. 8. Cer und Thorium. 9. Chrom. 10. Edelmetalle. 11. Indium, 12. ee te 
13. Kupfer. 14, Magnesium. 15. Mangan. 16, Molybdain. 17. Nickel. 18. Quec oe er, 
19. Selen und Tellur. 20. Silicium. 21. Tantal und Niob. 22.-Thallium. 23. Titan. 24. ae 
25. Vanadium, 26. Wismut. 27. Wolfram. 28. Zink. 29. Zinn. 30. Zirkonium, Namen- un 

- Sachverzeichnis. 


Das vorliegende Werk entstand als Gemeinschaftsarbeit von etwa 60 Chemikern, die im _ 


»,Chemiker-Fachausschu8 der Gesellschaft Deutscher Metallhiitten- und Bergleute e. V.** zu- 
sammengeschlossen sind und die als Fachleute auf dem Gebiete der Analyse der in dem eae 
angefiihrten mehr als 30 Metalle anzusehen sind. Die Standardanalysen, die in dem Werke 
eingehend beschrieben sind, kann man als. Normen bezeichnen, soweit solche bei anes 
verfahren iiberhaupt méglich sind. Als ,,Schiedsverfahren™ werden grundsatzlich i che 
Arbeitsvorschriften fiir die Analyse betrachtet, die ohne Riicksicht auf den damit verbundenen 
Zeitaufwand besonders zuverlissige Ergebnisse gewahrleisten. 


Materialpriifung mit Rontgenstrahlen unter vesonderer Beriicksich- 
tigung der Réntgenmetallkunde. Von Dr. Richard Glocker, Professor fiir Réntgen- 
technik an der Technischen Hochschule Stuttgart. Dritte, erweiterte Auflage. Mit 
349 Abbildungen. VIIT, 440 Seiten. 1949. ~ ' Ganzleinen DM 58.— 


Das Anwendungsgebiet der Réntgenstrahlen‘als Hilfsmittel bei der Materialpriifung hat einen fa 
gewaltigen Aushau erfahren. Es hat sich zu einer praktisch wertvollen und unentbehrlich - 


gewordenen Untersuchungsmethode ausgebildet und weitgehend Eingang in der Industrie 
gefunden. Das sorgfaltige und von grundlegenden Forschungsarbeiten getragene Buch bildet 
ein Standardwerk der Réntgenmaterialpriifung. — Seit dem Erscheinen der letzten Auflage- 
hat sich die Werkstoffpriifung mit Réntgenstrablen weiterhin auBerordentlich entwickelt. 
Ganz umgearbeitet wurden daher die Abschnitte iber Grobstrukturuntersuchung, Réntgen- 
linienverbreiterung und Spannungsmessung. Hinzugekommen ist eine Darstellung der Atom- 
anordnungen in amorphen festen Stoffen und in Flissigkeiten, iisbesondere in Metallschmelzen. 
Die Tabellen wurden auf den neuesten Stand gebracht. Wie in den fritheren Auflagen liegt 
das Schwergewicht auf der Beschreibung der Anwendungsweise der Verfahren an Hand von 


praktischen Beispiclen, damit der Zweck des Buches erreicht wird, den Leser zu befihigen, © 


selbst die einzelnen Verfahren auszufiihren. ; 


Die thermocdynamischen Eigenschaften der Metalloxyde. rin 
Beitrag zur theoretischen Hiittenkunde. Von Dr.-Ing. Werner Lange, Professor fiir 
Metallhiittenkunde an der Bergakademie Freiberg. Mit 16 Abbildungen, Y, 107 Seiten. 
1949, - DM 12.— 

Die Schrift ist in erster Linie fiir den Metallurgen gedacht, der sich im besonderen MaBe fiir 


die Chemie der hohen Temperaturen interessieren muB. Die Ableitung der Rechnungsmethoden 
ist verhaltnismiBig eingehend behandelt worden, damit auch der nicht getibte, jedoch mit den 


Grundlagen der Thermodynamik vertraute Leser in der Lage ist, ohne weiteres Literatur- 


studium die Schrift durcharbeiten zu kénnen. Der Aufwand an Mathematik beschrankt 
sich auf die einfachen Grundregeln der Differentiation und Integration, so da8 auch von dieser 
Seite aus das Verstindnis nicht erschwert wird, 
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